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PREFACE 



Au cours d'un travail sur les probability ge'ome'triques, traitant 
surtout des problemes concernant des courbes convexes fermees, 
nous avons et6 amene's a considerer une certaine corde de ces 
courbes que nous avons appele'e diametre de la courbe convexe 
fermee. A 1'aide de cette conception, nous avons obtenu plusieurs 
r6sultats que nous jugeons assez interessants pour, les presenter 
se'pare'ment, sous une forme plus ge'ne*rale, degag^e de toute consi- 
d^ration de probability. 

Une note concernant ce travail a e^e publie'e dans les Complex- 
Rendusdu 9 avril 1912, 

Budapest, i5 avril 1912. 



CONTRIBUTION A L'ETUDE DES COURSES 
CONVEXES FERMEES ET DE CERTAINES 
COURBES QUI S'Y RATTACHENT. 



La classification des courbes en courbes alg^briques et trans- 
cendantes, puis la classification des courbes algebriques en courbes 
rationnelles et irrationnelles, suivant leur ordre, et suivant leur 
classe, a rendu de grands services a la geom6trie ; raais, sous un 
certain point de vue, ces conceptions 4troitement liees a 1'emploi 
des coordonnes cartesiennes, sont quelque peu artificielles, elles 
conduisent, en effet, a rassembler dans le meme groupe des 
courbes ayant des proprietes geometriques tr&s differentes, et k 
s6parer des courbes geom^triquement fort semblables. 

La th^orie des courbes, b. ce point de vue, n'est au fond qu'une 
representation geometrique cartesienne tres speciale des fonctions 
les plus simples. 

Les classifications prec6dentes ne peuvent servir si Ton veut 
etudier des courbes denies par leurs propri&es purement geo- 
m6triques, par exemple si Ton veut consider toutes les courbes 
convexes fermtes, ou toutes les courbes admettant deux et seule- 
ment deux tangentes reelles paralleles a une droite donn6e quel- 
conque. Pour des Etudes de ce genre on est oblige d'utiliser des 
disciplines sp&iales, diff^rentes dans cbaque cas, Le systeme des 
coordonn^es naturelles, que Cesaro et d'autres ont employe, a 
rendu de grands services pour T6tude de certaines families de 
courbes. 

Le syst&me de coordonnees le plus appropri^, pour 1'etude des 
courbes convexes fermees et de certaines courbes qui en derivent 
est celui des coordonnees iangentielles polaires l%^rement modifie 
de la fagon suivante. On attribue aux droites considdrees comme 

Gourbes convenes fermees i 
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les tangentes, normales, etc., un certain sens, c'est-a-dire une di- 
rection positive. Nous ne regarderons deux droites comtne iden- 
tiques que si elles ont la meme position dans le plan, et que de 
plus leur sens est le meme (on procede d'une maniere semblable 
dans le calcul vectoriel) ; comme nous le verrons plus tard, cette 
conception rendra les formules plus generates et independantes du 
pole; cette modification nous oblige a reprendre brievement les 
demonstrations concernant le systeme de coordonnees polaires 
tangentielles. 

1. Ghoisissons un point comme pole, et une droite comme axe 
polaire, une droite quelconque sera d6finie : 

(I) Si Ton donne le coefficient angulaire, c'est4-dire Tangle a 
que la direction positive de Taxe fait avec la direction positive de 
la droite considered (c'est Tangle dont il faut faire tourner Taxe 
autour du point d'intersection, en sens inverse des aiguilles d'une 
montre, pour que les sens positifs des deux droites coincident ; 
a variera done de o a 2 1: ; 

(II) Si la distance \p \ de la droite au pole est donnee, le vecteur 
tangentiel p sera compte positivement si le p61e est & gauche de 
k droite, negativement dans le cas contraire; p variera done de 
oo 4- oo . 

Une equation quelconque F (p, a) = o representera, sous cer- 
taines conditions, une courbe qui est la courbe enveloppe des 
droites, dont les coordonnees satisfont a cette Equation. 

Gonsid^rons un ensemble de droites situe~es dans un plan tel 
i* xjtt'St chaque direction de o k 27: corresponde une droite deter- 
minee et une seule ; 2 que le point d'intersection de deux droites 
^siiies faisant ua angle Aa, tende vers un point limite d6ternaine 
{fe pai^l de contact de la droite), lorsque Aa tend vers zero, ce 
qui impBque fa cowiinuite de Tensembte consid^r6, c'est~-dire que 
la <x>ndi6on )im Aa = o entraine la relation Km Ap = o ; par 
contre, le lieu de ces points de contact n'est pas n6cessairement 
ti0e ewAe e^sfiaue. 

'iViww ^onnei^tts & nn fol ensemble de dr&ites, le nom de courb&s 
efe type II. es dourlres pemvenl 4tre reprfeentfes en coordonnees 
polaires par des 6qtfatk>ns lelles qne p soil nne fonc- 
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tion unijorme (^..periodiqae de a de pgriodesn; telles de plus que 
cette fonction p soit continue et possede une derived premiere par 
rapport a a, finie et determinee pour toutes les valeurs de la variable. 

On verra au n 2 que si ces conditions son 1; satisfaites les points 
de contact des tangentes sont determines et que de plus toms ces 
points sont situes a distance finie du pole. 

Remarquons que les courbes H sont des courbes dudes des 
courbes fermees sans point multiple, et sans point de rebrousse- 
ment, admettant une tangente determinee en chaque point, en 
effet : 

Courbes Courbes simples fermees,. admettant 

une tangente en chaque point 

A chaque tangente de la courbe on *A chaque point de la courbe on 
peut faire correspondre d'une maniere peut faire correspondre d'une maniere 
biunivoque les tangentes d'un cercle. biunivoque les points d'une circon- 

fe"rence de cercle. 

Le point de contact de chaque tan- La tangente en chaque point est 
gente est de*termin6. de*termine"e. 

Pas de tangentes multiples, pas de Pas de points multiples, pas de 
tangentes d'inflexion. points de rebroussement. 

Gomme les courbes II admettenfc une et une seule tangente dans 
chaque sens entre o et 271, elles ne peuvent, par suite, avoir de 
tangentes d'inflexion, et les seules tangentes doubles possibles sont 
les tangentes dont le sens difffere de TC ; d'aprfes ce qui pr6cde, les 
tangentes de cette sorte ne seront pas considr6es comme identi- 
ques, leurs coordonnees sont en effet jp, a et p, n -f- a. La 
courbe consid6r6e comme 1'ensemble de ces tangentes, sera uae 
courbe continue etfermte, carjo est une fonction continue de a, 
et la droite revient apr&s une rotation de 2 TT & sa position primi- 
tive. En outre, comme p est fini pour toutes les valeurs de a, 
toutes ces droites seront & distance finie du pole. 

Si la fonction p n'^tait d&frnie qu'entre o et 271 il faudrait qw 
jg^o) = |>(2^), dans ce cas on 6tendra la definition de p, sans 
restreindre la g6n6ralit6, en posant simplement : 

p(a~h 27r) = J p(a). 

( J ) Ou au moins une fonction telle qu'a chaque valeur de a correspond 
et une seule valeur r&elle de p. 
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La plupart des courbes devant etre representees sous forme para- 
m&lriqae, determinons les conditions pour que la courbe : 

(i) p=f(t) *-<?> 

soil une courbe du type II ; d'apres ce qui precede il faut que/(/) 
_ H t soient des fonctions uniformes et continues de t, 






periodiques, de periode 2 63, que les derivees premieres de p et de 
a existent pour toutes les valeurs de t. De plus si U et U sont deux 
valeurs de t telles que fc ;zf fe-l- 2/i&>, n etant un entier quel- 
conque, il faut encore que Ton ait a(ti) ;z a(fe), ce qui veut dire 
que a doit etre une fonction monotone de t. Si cette condition 
n'elait pas satisfaite, a une valeur de a correspondraient deux va- 
leurs de p> distinctes ou confondues, la courbe ne serait pas une 
courbe IL 

2. Gonsiderons 1'equation tangentielle polaired'une courbe II, et 
determinons le point de contact de la tangente de coordonne'esp, a ; 
ce point sera le point limite des points d*intersection de deux tan- 
gentes voisines de coordonne"es p, a et p +- Ap, a -+- Aa lorsque 
les deux tangentes tendent i se confondre. 

Abaissons du pole des perpendiculaires sur ces deux tan- 
gentes, faisant entre elles un angle Aa, soit M leur point d'inter- 
section, N et N A les pieds des deux perpendiculaires, alors on a : 



-t- Ap 
r 



cos 
et si Aa tend vers zero 



On en conclue que, comme dans les courbes II la de"riv6e premiere 
de p par rapport & a existe pour toutes les valeurs de la variable, 
les points de contact de toutes les tangentes sont de'termine's. 

Lorsque p' = o la normale '& la courbe passe par le p61e ; si p' 
est une fonction continue de a, elle doit s'annuler au moins pour 
une valeur de a ; il en resulte que par un point quelconque du 
plan ? on peut mener au moins une normale i une courbe II dont 
les points de contact forment une courbe continue ferm^e. 
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Si p' > o, p augmente avec a, il est alors facile do voir que 
pour obtenir le point de contact il faut porter la longueur | p r de- 
puis le pied N de la perpendiculaire, dans le sens positif de la 
tangente ; si p ! <; o il faut la porter au sens contraire. 

De p (a) = p (a -4- 2 TT) on conclue que p f (a) = p' (a -+- 2 TU) et 
par suite d'apres une rotation de 271 de la tangente, le point de 
contact revient & sa position primitive, neanmoins la courbe consi- 
derde comme le lieu de ces points de contact M ne sera pas neces- 
sairement fermee, car nous n'avons rien suppose sur la continuity 
de p f ; par contre si p r est continue pour toutes les valeurs de a, 
cette courbe sera continue et fermee. 

Comme dans le cas des courbes n, p et p / ont des valeurs finies 
etdeterminees pour toutes les valeurs de a; il en* resulte que tous 
les points deces courbes sont situes a distance finie du pole. 

Soit une courbe II donnee par son equation tangentielle polaire 
en p, cc; comme entre ces coordonnees et les coordonnees cartd- 
siennes x, y, (1'origine des coordonnees cartesiennes etant au pole 
et 1'axe des X coi'ncidant avec Taxe polaire), il y a les relations sui- 
vantes : 

, . ( x p sin a -f- p' cos a 

(i) ? . 

t \y = p r sin a p COS a. 

Le systeme (i) esl la representation cart^sienne de la courbe II 
sous forme parametrique, le parametre variable etant Tangle a que 
la tangente fait avec Taxe des X. 

En g6n6ral lorsqu'une courbe est donnee sous une forme para- 
m^trique x f(t) \J = <?((), si le point M correspond h, la valeur t i9 
le point M 2 i la valeur / 2 du paramfelre, U < ^, on d^finit ( f ) comme 
sens positif de la courbe le sens MiM 2 et comme direction positive 
de la tangente en Mi celui qui coTncide avec celle de la courbe; on 
voit facilement que dans ce cas la direction de la tangente change 
brusquement de TT au points de rebroussement de premiere esp&ce. 
Nous DC pouvons accepter cette mani&re de voir, car dans nos 
courbes a varie d'unc maniere continue, m6me a t ravers les points 
de rebroussement de premiere espece. 

En un point M t Tangle cti, et en un point voisin Mi Tangle aa 

(*) Voir: ScnEFPERS. Theorie der Kurven. rgiO, p. a3. 
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definissent la direction positive de la tangente en ces points, 
soit &i <c #a ? k sens MjMs de la courbe sera alors positif, s'il coin- 
cide avec celui de la tangente, dans ce cas si (/. augmente, le point 
de contact avance dans le sens de la tangente, et la courbe est dans 
le voisinage de M t a gauche de cette tangente. Si par centre le 
sens MiMa est le sens contraire de celui de la tangente en M l? nous 
prendrons ce sens comrne negatif\ dans ce cas si a augmente, le 
point de contact retrograde relativement & la tangente et la courbe 
est dans le voisinage de Mi a droite de cette tangenle. 

Pour determiner le rayon de courbure de la courbe enveloppe 
en un point, considerons deux tangentes D et Di, faisant un 
angle Aa; soit M leur point d 'intersection, N et Ni les pieds des 
perpendiculaires abaiss&s du pole sur ces tangentes ; soit P 
et Pi, leurs points de contact ; supposons d'abord que dans le voisi- 
nage de P et de Pi la courbe soit situee k gauche de la tangente, 
dans ce cas son rayon de courbure sera : 



p = lim 



arcPPi 



Aa """* 

comme : 

PM H- MPj = p tg Aa -4- Ap' H- MN l 



cos 
il en resulte si Aa tend vers zero : 



P=J 

On en conclue que si en un point p" a une valeur determine^ le 
rayon de courbure est determine en ce point. 

Si dans le voisinage de P la courbe avait 6t6 situee k droite de la 
tangente on aurait eu : 

r pp i 

nm -T 
Aa 

rsnaarquons que dans ce cas (p + p"} > o ; pour pouvoir expri- 
mer, dans les deux cas, le rayon de conrbure par la m&me formule : 



il sufiU de compter negativement Tare PP 1? s'il est situe a droite 
de la tangente, et positivement s'il est h gauche, conformement i 
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ce que nous venous de voir ci-dessus. La position du p61e n'a 
aucune influence sur ces considerations. Par suite si en un pointy 
est plus grand que zero, la courbe tournera sa concavit^ vers la 
region gauche de la tangente, et dans le cas contraire vers la re- 
gion droite. 

Si dans le voisinage d'un point p est continu et s'il s'annule en 

ce point, en changeant de signe, la courbe passe d'un c6t6 de la 

tangente a Tautre, et le point consid^re est un point de rebrousse- 

ment de premiere espfece. Si p s'annule sans changer de signe la 

courbe reste au meme cote de la tangente. 

La courbe H peut etre d6finie de maniere que p soit donnee dans 
un certain intervalle [aj, aj par liquation suivante : 

(a) p = k { sin a -f- fc 2 cos a 

ou ki et fe sont des cons tan tes. Dans cet intervalle les points de 
contact des tangentes sont confondus en un point ; ce point est un 

point anguleux. De (a) on conclue que p p H- g-f = o dans 

Tintervalle considere. II en resuite que lorsque le rayon de cour- 
bure est constamment nul dans un intervalle [a t , a 2 ] le point cor- 
respondant est un point anguieux dont les tangentes extremes font 
un angle #2 a t . 

3. On peut definir une courbe convexefermde, de plusieurs naa- 
ni^res, en particulier de la fagon suivante : On part de k notioq 
d'un ensemble de points i deux dimensions, situ^s dans un plan, 
a distance finie d'un point donn6. On dit que cet ensemble est 
convexe, si, en reliant deux points quelconques de I'ensemble par 
un segment de droite, tous les points du segment appartiennent a 
Tensemble. Les points fronti&res de cet ensemble forment une 
courbe continue, ferme, la courbe convexe ferm&e. 

On d^mqntre qu'un tel ensemble de points possMe des points 
int6rieurs, qu'en appelant tangente de 1'ensemble une droite pas- 
sant par au moins un point fronti&re, sans passer par des points 
int^rieurs : i Fun des c6t& de la tangente il n'y a aucun point 
appartenant & Tensemble ; qu'& chaque direction a de o k 27T on 
peut faire correspondre une seule tangente et une seule ; qu'en 
coordonn^es tangentielles on peut representer la courbe frontifere 
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par une equation/) =/() ou p est une fonction uniforme con- 
tinue de a de periode 27u; qu'une demi droite quelconque menee 
par un point interieur rencontre la courbe frontiere en un efc en un 
seul point, par suite, on peut representer cette courbe en coordon- 
nees polaires ponctuelles r, qp par une equation r = /($) ou r est 
une fonction uniforme, continue de (p de periode 27;. 

Lorsque la courbe convexe fermee est telle, qu'elle ne contient 

pas de parties droites, alors -r- a une valeur d^terminee pour toutes 

les valeurs de a : la courbe convexe fermee est une courbe du 
type II. 

Considerons une courbe convexe fermee telle qu'en chaque 
point son rayon de courbure ait une valeur determinee, en outre, 
si Ton prend un point interieur comme pole, on aura pour 
tousles points de la courbe en coordonn^es tangentielles p ;zf o. 
Gommep est une fonction continue de a, et p ;zf o, p doitconser- 
ver son signe lorsque a varie de a 271. La courbe 6tant toujours 
du mme cote de la tangente, p conserve son signe ; de plus le pole 
et la courbe sont ncessairement du meme cot6 de la tangente, p 
etp ont done le meme signe pour tous les point de la courbe ; done 
si la courbe est convexe on aura pour toutes les valeurs de a, 

Pp^o- 

On a entre les coordonn6es polaires ponctuelles r, (p et les coor- 
donn6es tangentielles p, a, rapportees au meme pole et au m&ne 
axe polaire les relations suivantes : 



en posant: 

{J = T 
comme : 



= o 4- arc tg ~ ou cp = a arc tg 
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Comme dans le cas d'une courbe convexe fermee on a cons- 
tamment pp ^> o il en resulte que dans ces courbes a crolt d'une 
maniere monotone avec o ; et que notre condition de convexit6 est 
identique avec la condition en coordonnees polaires ponctuelles : 

r 2 _+_ ar' 2 - rr":>o. 

On pent montrer inversement qu'une courbe H qui tourne sa con- 
cavitS conslamment vers le meme cot6 de la tangente est line courbe 
convexe fermee, car dans ce casp ne change pas de signe lorsque a 
varie de o a 2 TT. 

Considerons une courbe II telle que son rayon de courbure 
existe en chaque point, appellons longueur algdbrique de cette 
courbe Tintgrale suivante, qui donne la sorame algebrique des 
elements d'arc lorsque a varie de a 2 n. 

/*3^ ^27T ^>2TC 

< = pdx= I (p-t-p a )d*= pd* 

Jo Jo Jo 



car: 



/*27U 

p'd= ?(**)- l/(*) = 

Jo 



O. 



Nous verrons plus loin les avantages qu'il y a a introduire cette 
longueur algebrique (n os 11, 12, 16). 

La longueur absolue de la courbe sera donnde par 



'-J> 



on en d^duit que la longueur alg^brique d'une courbe convexe est 
egale au signe pres a sa longueur absolue* 

4. Pour d6finir Faire d'une courbe II, prenons sur elle n points; 
joignons les points cons^qutifs et les sommets de la ligne polygo- 
nale fermee obteaue, h un pole quelconque, Taire de la courbe sera 
la limite de la somme des aires des triangles ainsi obtenus, 
lorsque n, augmente indefmiment de maniere que les bases des 
triangles tendent toutes vers zero ; comme la hauteur de ces triangles 
sera la limite p, Yaire algebrique des courbes sera la limite 
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de 2pAs et si Ton suppose que le rayon de courbure de la courbe 
existe en chaque point on aura : 

i r ar 

CO Jb = - | ppda 

2 Jo 

ce qui devient dans le cas des courbes convexes ou p > o et par 
suite As > o pour toutes les valeurs de a, 



I'int6grale etant prise le long de la courbe convexe fermee. On pent 
donner une autre forme a la formule (i) en y substituant p par sa 
r, on a alors : 



I p 

A= a 

Jo 

et par integration partielle : 



L'aire de la courbe ainsi d&inie est inddpendante de la position 
du pole. En effet, prenons le p61e comme origins des coordonnee& 
cart&iennes, 1'axe polaire comme axe des X, la perpendiculaire a 
ceiui-ci comme axe des ; transporters le pole au point dont le& 
coordonn6es cart^siennes sont a? , y , en conservant la direction de 
Taxe polaire, Tecjuation tangmitielle du nouveau p61e sera 

p = X Q sin J COS a 

ou /) et a sont les coordonn^es courantes du pole ; soit p = f(a^ 
Tequation^ tangentielle d'une courbe II relativement au p61e pri- 
mitif, et p = /(a) liquation de la meme courbe aprfes le change- 
ment de pole, on a pour une valeur quelconque de a 

(3) p = p p Q a = a 



ric /*aic /^aic 

p' cos sad a = i p sin a^fa ; J sin a cos arfa =; o 
J Jo 

XaiC /37U /37C 

p f sin ad* = I p cos arfa ; I (sin* a cos 2 a)da == o- 
Jo 7o 
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il resulte de la substitution des valeurs (3) dans la foritmle (2) que 
1'aire algebrique de la courbe reste bien independante de la position 
du pole. 

II est facile de voir que 1'aire algebrique est aassi independante 
de la direction de I' axe polaire; soit uue courbe donnee par son 
equation tangentiellep =/(#) faisons tourner 1'axe polaire dans 
le sens positif c'est-a-dire en sens inverse de celui des aiguilles 
d'une raontre, d'un angle s; soientp, ales coordonnees tangen- 
tielles d'une droite dans le systeme primitif, ses coordonnees seront 
dans le nouveau systeme p = p, a = a s. Gomme s est une 
constante ppda ne changera pas ; de plus p et o etant des fonctions 
periodiques en retranchani e des limites sup^rieures et inferieures 
de rintegrale etendue a une periode enti^re, la valeur de 1'integrale 
ne changera pas et Taire algebrique de la courbe IT sera bien inde- 
pendante de la direction de Faxe polaire* 

II faut encore conclure des considerations precedentes que les 
deux courbesp =f(a] et 

j) = ki sin a -f- /v-j cos a -f- /(a -t- s) 

ki, feet s etant des constanies, peuvent etre amends en coinci- 
dence par une translation de Taxe polaire et une rotation autour 
du pole. 



5. Soit p =j^a) liquation tangentielle d'une courbe de type II, 
liquation du point de contact M d'une tangente de coordonnees 
p, a sera 

(0 Po = P cos ( fl o a ) + P r sin ( a o a ) 

ou JD O , a sont les coordonnees courantes du point de contact. 

Prenons le point M comme pole mobile, et la tangente en ce 
poi&t coomie axe polaire mofeile, si/h etai soat les coordoniaees 
d'une droite D relatives au systeme mobile, p et a les coordonnees 
relatives an systeme princutif fixe, on tire de (i) 

p = p L H- p COS (a a) -f- p' sin (a a) 
y. =a L -f- a 
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d'ou 

( 2 ) p = pi H- p cos X L -f- p' sin j 

a = t 4- a. 

si Ton suppose le point M mobile, de maniere qu'il decrive la 
courbe C, les Equations (2) represenlent sous forme parametrique, 
liquation tangentielle de la courbe enveloppe de la droite D 9 donnde 
dans unsystbme de coordonntes mobiles. 

La longueur algebrique de cette courbe enveloppe, si on la sup- 
pose du type E", est d'apres le n 3 

C 2 - /^ 27r /^37C 

$ = I pdx = I p^y. H- I (p cos A -h p f sin ,)(d* ~ 
Jo Jo Jo 



comme 



/az /MT: 

I p r sin ajrfai = I p' 7 cos a 

Jo Jo 



et 

I p cos aidvi I p' sin 

Jo Jo 

il en resulte que 

/>27r __ /^a-re 

(3) < = I Pl d* -h I - p cos 

Jo 



o 



Soit Mi le point de la courbe enveloppe silu6 sur la droite D, et 
N le pied de la perpendiculaire abaissee de M sur cette droite, Ni 
celui de la perpendiculaire abaissee du pole fixe P sur la m&ne 
droite on a 

M t N = MiN 4 + N t N 

or MiNi -^ = p 1 et NiN est la distance du p61e fixe & la droite 
da 1 

MN ; de (i) on tire la valeur de cette distance en posant 



on a 

N t N = p sin a, p' cos 



ET DE CERTAIN fcS GOURDES QUI S'Y RATTACHENT 1 3 

et enfin on a MiN en substituant p' par sa valeur tiree de (2) 

(4) < ?1 = M 1 N = P 5in 1 ^ + ^ 

aa aat 

ou <9 est le rayon de courbure de la courbe G au point M. 

6. Soit une courbe du type II donnee en coordonnees tangen- 
tielles polaires p et a, sa podaire relative au pole sera le lieu des- 
projections du pole sur les tangentes, il en r^sulte que les coor- 
donnees polaires ponctuelles r, q de la podaire seront 

(i) r = p ? = a ~ 

sa contre podaire relative au pole sera le lieu des projections du 
du pole sur les normales, les coordonnees polaires ponctuelles 
r, (p de cette courbe seront : 



On en conclue que la podaire d'une courbe II est une courbe 
continue, mais comme nous n'avons rien suppose sur la continuity 
de p', sa contre podaire ne sera pas necessairement une courbe 
continue. 

Etant donnee une courbe en coordonnees polaires ponctuelles r, 
<p telle que r soit une fonction unilbrme et integrable de <p, lorsque 
(p varie de o a arc, Faire de cette courbe sera donnee par Fint6grale 

(3) Jb = 

les courbes d'equation (i) et (2) satisfaisant i la condition pr6c6- 
dente, Faire de la podaire et de la contre podaire sera exprimee par 
Fint6grale(3). 

II en r&ultc que Faire d'une courbe II donnfe par la formule (2) 
du n 4 est la difference de Faire de sa podaire et de celle de sa 
contre podaire, relatives au mme p61e, du reste quelconque. 

Dans le cas des courbes convexes ferm6es, le pole &ant a Fin- 
trieur, cet 6nonc6 devient identique avec le th^orernede Catalan. 
(M&n. Sec. Li<ge, 1886), 
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7. Determinons le centre de gravite de courbure d'une corn-be 
II ; si a?, <3 son I les coordonnees carte"siennes de la courbe, les 
coordonnees du barycentre de courbure et */] sont donnees par 



(0 



i C i C' 2 ~ 

= ( xdz ; r, = Ida 

2u I r ' 27C /^ ^ 

t/o y o 



ou da est Tangle de contingence de la courbe. Substituons x et J 
par leurs valeurs tirees des equations du n 2; Integration par- 
tielle donne 

PTC pm 

\ p f cos otdoc =1 p sin ada 

Jo Jo 

,^271: /'STC 

I // sin da = I p cos ada 

y o ty o 

et les coordonnees du barycentre de courbure sont : 

i r 2 ~ i r aiu 

(2) 5 = - 1 p sin ada ; TQ = - I p cos ada. 

^Jo TC Jo 

Soit une coorbe II donnte en coordonnees p, a (voir n 8) pre- 
nons le point de la courbe correspondant h. a = o comme origine, 
k tangeaie en ce point comme axe des X, la normale comme axe 
des Y, les eoordonnfes cartesiennes d'un point de la courbe seront 
(yoir (4) du n 8) 

/^a ^>a 

x = I p cos ada, J = I P snl a ^ a 

Jo Jo 

substituons ces valeurs dans (i) et simplifions par int6gration par- 
tielfe, fes coordonnfes du centre de gravit6 de courbure relatives h. 
ce syst&me deviennent 

j r^ S*STZ 

(3) J = I pa cos adsc ; 7) == J pa sin ada. 

c/O ^/ O 

Cette formule permet de d6terminer k position du centre, d'une 
courbe a centre, donnee en coordonnees naturelles p, a* 
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Entre les coordonnees tangentielles pluckeriennes u, v et les 
coordonnees polaires, on a les relations suivantes : 



ou 

sin a cos a 



P P 

II en r^sulte que si p est un polynome entier de degre n en sin a 
et cos a, la courbe sera une courbe rationnelle et au plus de classe 
2/fc. Si p est la racine carrfe d'un polynome entier de degre n en 
sin a et cos a il en resulte que la courbe sera alg6brique et au plus 
de classe n. 

8. Soit une courbe II donnee en coordonnees p, a, supposons 
que p" est d&erminee pour toutes les valeurs de a, dans ce cas, 
comme nous Favons vu, le rayon de courbure est determine en 
chaque point et Ton a 

(i) p=p-Hp". 

Inversement, si Ton donne p en fonction de a la courbe sera 
d6termin6e, mais non en position ; en effet, r^solvons F equation 
differentielle (i), on a 

(a) pki cosa-h/^sina-f-sma I pcosacta cosa i p sin a doc 

Jo Jo 

ki et fe sont des constantes quelconques. 

Si p est une fonction int^grable, p existera et sera continue pour 
toutes les valeurs de la variable ; on d^montre Texistence et la 
continuity de p r en difKrentiant Tequation (2) ; une seconde diff- 
rentiation montre que p" existe 6galement mais n'est pas necessai- 
rement continue. 

Nous pouvons done consid6rer p, a comme un certain systbme 
de coordonnees naturelles, dans lequel i les courbes qui peorent 
etre amen^es a coincider par translation ont la m&me Equation ; 
2 les courbes qu*on peut faire coi'ncider par une rotation et une 
translation auront comme equation 

p=/(a) et p t =/(a-4-E) 
une constants quelconque. 



1 6 
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Ce systeme peu utilise jusqu'ici est souvent plus pratique que 
celui des coordonnees naturelles usuelles, syst&me dans lequel le 
rayon de courbure est donn6 en fonction de la longueur de Tare* 

D^terminons les conditions pour quune courbe en coordonnees 
p, a soit da type II. Nous avons vu qu'en coordonnees p, a, il faut 
qu'on ait pour toutes les valeurs de #, p (a) = p (a -h 27r) ; et de 
plus que p et p r prennent des valeurs fmies et determinees pour 
toutes les valeurs de (/.. 

Si p a une valeur finie et determinee pour toutes les valeurs 
de a, p, p', p' f existent pour ces valeurs; pour que la premiere 
condition soit aussi satisfaite, il n'est pas suffisant que Ton ait 
p(a) =p(a -H 27:), en effet, d'apres ce qui a etc dit au 2 (2), 
pour que la courbe soit ferm6e, ilfaut et il suffit que Ton ait pour 
toutes les valeurs de a : 

sin a I p cos a da cos a I psinada=o 

Jy. Jo. 



ce qui revient a 






X27C 



= o et 



/^2 

I 

Jo 



p sinada = o. 



Inversement il est facile de voir que pour toutes les courbes 
fermees ces deux integrates sont nulles ; en effet, elles representent 
la somme algebrique des projections des elements ds de la courbe, 
sur Taxe polaire et sur la perpendiculaire a cet axe ; la courbe 
etant fermee cette somme esl n^cessairement nulle. 

Soit une courbe donnfe en coordonnees p, a, consid6rons une 
seconde courbe telle que ses coordonnees polaires soient 



cette courbe est la radiate de la courbe donn^e. 

Inversement, soit une courbe donn^e en coordonnees polaires 
ponctuelles r, <p et consid^rons la courbe suivante ; 



ou p et a sont le rayon de courbure de la nouvelle courbe, et Tan- 
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gle de la tangente correspondant a ce rayon. On nomine cette 
courbe Y antiradiale de la courbe primitive, 

On peut passer das coordonnees p, # aux coordonnees carte- 
siennes cc, 3 a 1'aide des relations : 

v x = kt -t- I p cosada 

r . 

= A*o -h I p sin ada 
ou A*i et k-z sont des constantes quelconques. 

9. Nous allons commencer 1'analyse des courbes du type II k 
1'aide de ces systemes de coordonntes. Soitunetelle courbe donne 
en coordonnees jo, a. Posons : 



ou I I est la distance des tangentes opposees, c'est-a-dire de di- 
rection a et a -H TT. On peut introduire cette grandeur dans la 
ibrmule qui exprime la longueur algebrique de la courbe ; on a, 
en effet 



<c a = r* P d= r 

Jo yo 



Nous avons vu que dans le cas particulier ou la courbe est une 
courbe convexe fermee, p a toujours le meme signe ; par suite la 
longueur algebrique de la courbe devient egale au signe prs k sa 
longueur absolue, et la formule (i) devient identique a une propo- 
sition donnee par Cauchy dans les Comptes Rendus, 18/1 1 , p. 1060. 

D6terminons les transformations qui transformed une courbe 
da type II en une autre courbe da meme type. Soit p =/(a) une 
lelle courbe. Pour que le resultat de la transformation 



soit une courbe II, il suffit, d'apres le n 1, que : (l)/i ety* 2 soient 
des fonctions periodiques uniformes et continues de cc, de pdriode 
STT; (II) que a soit une fonction monotone de a, et de plus 

JORDAN-FIEDLER. Courbes convexes fermees 
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(III) que p et soient fmies et d6terminees pour toutes ies valeurs 
a 

de a ; dans ces conditions a sera une {emotion uniforms de a et 
par suite p egalement. 

10. Comme exemple de ces transformations considerons une 
courbe convexe fermee C ; soient r et ses coordonnees polaires 
ponctuelles, le pole etant a 1'interieur de la courbe. Soit M un de 
ces points, menons de M une droite D telle que le rayon vecteur 
fasse avec cette droite un angle s, different de zero, c'est-a-dire 
telle que si Ton fait touraer le rayon vecteur autour du point M 
dans le sens positif d'un angle s, ce dernier coincide avec la droite 
D ; si est une constante diflerente de m$ ou n est un entier, et 
si le point M decrit la courbe G k droite D enveloppe una courbe, 
la podaire negative oblique de la courbe C, et liquation tangen- 
tielle polaire de cette podaire sera sous forme parametrique : 

p = r sin z oc=<p-j-r=:ot-f- 6; 

r et s sont bien des fonclkwas periodiques et a est une fonc- 
tian monoionq do> a, car d'apres le n 3 on a 

(/a _ f/cp _ pp 
3x rfa p 2 



corame le pole est a I'int&rieur de la courbe, et comme cette der- 
nifere est une courbe convexe ferm^e^ on a pa > o pour toutes Ies 

valeurs d^ , nous avons vu an par suite on a aussi ^> o, 

* l ax 

9 esi une fondioR moaotone de a et, par suite, JD sera une fonction 
uniforpe de a ; d# plus -j* ^= gj sine existe pour toutes Ies valeurs. 

de a ; la courbe enveloppe des droites D sera done une courbe du 
type IT. 

La longueur algdbrique de ces courbes est donn^e par 

^27C 

< a = sin e I rd cp 

t^O 

dana ce cas r a le mme signe pour toutes !es valeurs de ^ 
longueur &era toujours diflerente de 
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On peut montrer que la podaire negative oblique d'une courbe 
convexe fermee, relativement a un point de cette derni&re est une 
courbe du type II . 

Soit p = p(a) Fequation tangentielle d'une courbe II, les tan- 
gen tes correspondantes aux directions a qui annuitant p(a), passent 
par le pole ; lorsque la courbe est convexe et le pole a Tinterieur 
de la courbe, p etant different de zero pour toutes les valeurs de a, 
aucune des tangentes ne passe par le pole. La podaire negative 
oblique d'une courbe convexe relativement i un point interieur, 
n'est pas necessairement une courbe convexe, et Ton a quand 
meme p ;zf o, pour toutes les valeurs de a, c'est-a-dire les tan- 
gentes a la courbe ne passent pas par le pole. Consideroas le cas 
general des courbes II, dont les tangentes ne passent pas par un 
point 0, prenons ce point comme pole et soit liquation de la 
courbe (a) rapport^e a ce point p = p(a) r on a alors p > o pour 
toutes les valeurs decc; soit z la valeur minimum de p, alors si 
Ton prend comme pole un point quelconque, interieur au cercle 
de rayon s, et de centre O, on aura p 1 ;zf o pour toutes les valeurs 
de a. Demontcons que Tensemble S des points, qui ont cette pro- 
priet6, est un ensemble convexe. En effet, prenons deux points 
quelconques { et Os appartenant a Fensemble 8, soient les equa- 
tions de la courbe (a] rapportee a ces points comme polepi^p^a) 
et p-2 = ps (a) ou Ton a toujours p t > o, p* > o, il r^sulte 
Tequation de la courbe (a), le pole 6tant Tun des points quel- 
conques du segment O^ : 



ou 



des inegalit6s (b) on conclue que Ton a aussi p 3 > o, par suite, 
tous les points du segment reliant deux points quelconques de Ten- 
semble appartiennent & Tensemble, ce dernier est done convexe 
(voir n 3) . 

IT 

Dans le cas particulier ou 5 = ~ , la courbe transformee sera la 

courbe enveloppe des normales elevees aux rayons vecteurs en leur 
extremit6 M, ce sera la podaire negative de la courbe donn^e. Les 
points de k courbe ou la tangente est perpendicolaire au rayon 
vecteur correspondant sont aussi des points de la podaire negative; 
en ces points les tangentes aux deux courbes coincident. 
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La podaire negative (Tune courbe convexe fermee relative a un 
point interieur sera done toujours une courbe II. 

Comme example de ces courbes mentionnons la coarbe de 
Talbot, podaire negative de 1'ellipse relative a son centre. Don- 
nons nous 1'ellipse en coordonnees polaires ponctuelles r, 9 sous 
forme parametrique : 



b . , x , a* 6 : 



r = % o = arc sin (snu.} fc 2 = 

an ^ 



.a 



comme 

dv = dn uda et 

il en resulte que la longueur algebrique de la courbe deTalbot est ; 
(i) a = ^^0 = 46 Pda = 46F 1 (fc,^ 

c/O Jo \ J / 

ou F! est Tint6grale elliptique complete de premiere espece de 
Legendre, 

Cette courbe a et6 rectifiee pour la premiere fois par Talbot. 
[Voir Annales de mathematiques puresetapplique"es, Nimes 1828-4 
page 38o], la longueur trouvee par luiest cgale & la longueur alge- 
brique que nous venons cle calculer, son resulfcat n'est done exact 
que si la podaire negative de 1'ellipse est convexe. Pour determiner 
les conditions de convexite, cherchons le rayon de courbure de 
cette courbe ; on a : 

P = r H- = [2 (i + /^) dnhi - 



done p sera plus grand, e*gal, ou plus petit que zero suivant que 
Ton a : 

A f > 3/C ' 2 l 



par suite si Ton a 2(1 -+-Tc 2 1 )> 3 la courbe de Talbot est ne"ces- 
sairement convexe, cette condition est identique i la suivante : 
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Pour determiner la longueur absolue de la courbe de Talbot 
non convexe designons par UQ la valeur de w qui annule le rayon 
de courburede la courbe, et<p Tangle y correspondant, on a alors : 



< 
ou comme : 

> = 



/*? r* 

= 4 I pcta cp I pcfo 
t/o t/9o 



: = B O . 

10. A) On sait que la, transformation par rayon vecteur reci- 
proque relative au point 0, suivie de la transformation podaire 
inverse relative au meme point, est equivalente & la transformation 
par polaire reciproque, relative au cercle ayant 1'unite de longueur 
comme rayon et comme centre le point 0. 

Gonsid6rons une courbe convexe ferm^e, et un point int^rieur 
a cette courbe, la courbe etant donnee en coordonnees polaires 
ponctuelles /% <p, le pole 6tant au point 0. 

La transformation par rayon vecteur reciproque donne : 



i 

TI rr= Q* rrr o j 

r * * 

la transformation podaire inverse donne la polaire reciproque de 
la courbe convexe relative au cercie de rayon un, et du centre 0. 
On aura pour cette courbe : 

p = - a = Q 

r r 

ou en coordonnfes naturelles p. a : 

(a) P 4 [ />2 H- 2r ' 2 rr/ "] a = ? > 

comme la courbe est convexe, le pole etant a I'int^rieur : 
r>o et r 3 -4- ar' 2 rr" :> o 

pour toutes les valeurs de o; de plus comme r doit etre une fonc- 
tion uniforme de cp, it en r6sulte que la courbe (a) sera aussi une 
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courbe convexe ferme. On voit aisement que les polaires reci- 
proques d'une courbe relative a deux cercles concentriques de 
rayons ai et 0,2 sont des figures semblables avec le coefficient de 

proportionnalite -^ ; il en resulte que la polaire reciproque d'une 

courbe convexe fermde relative a un cercle dont le centre est un 
point interieur a la courbe est nne courbe convexe fermee. 

On en deduit que si la courbe f(x,y) = o est une courbe con- 
vexe fermee 1'origine etant un point interieur la courbe /(zz,u) = o, 
sa polaire reciproque relative an cercle x* -4- y' 2 -h i = o sera 
aussi convexe. 

Remarquons, qu'en designant par o le rayon de courbure de la 

courbe primitive et posant tg 6 = -/ il pesulte de (a) la relation 

connue entre les rayons de courbures d'une courbe et ceux de sa 
polaire reciproque relative au cercle de rayon un que : 



r> sin 3 6 

ll.Comme troisieme exemple des transformations des courbes II, 
effectuons la suivante : 

Soit une courbe II : p =/(a), menons par un point M de cette 
courbe, une droite I), faisant un angle avec la tangente, c'est-a- 
dire tel que si Ton fait tourner la tangente autour de M, dans le 
sens positifd'un angle , les directions positives de la tangente et 
de la droite D coincident. Si le point M parcourt la courbe et si 
reste constant, la droite consid^ree euveloppera une courbe, la 
ddveloppo'ide de la courbe donnee. On a d'apres les Equations du 

(l) p = p COS e H- p' sin E a = a H- s. 

II est facile de voir que ce syst&me satisfait aux conditions 6nu- 
mer^es au n 9, la courbe sera done bien une courbe H, sip" existe 
en chaque point. 

En designant par seconde developpolde d'une courbe II la d6ve- 
loppo'ide de sa d^veloppoide, onconclue que la n-^ me developpo'ide 

dime courbe II, jp = : /(a) est une courbe II, si ^-^A existe eix 
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L'equation tangentielle de ceUe derniere sera : 

p n _/ i , 

Si Ton considers comme direction positive de la normale la direc- 
tion de la norm ale vers 1'interieur, pour obtenir 1'equation de la 
courbe enveloppe des normales c*est-a-dire de la d^veiopp^e de la 

courbe, il suffit de poser dans Tequation dela developpoide e= -; 
il en resulte que Tequation de la n-^ me developpee est : 



Montrons encore une propriete generate des deyeloppoides : le ba- 
rycentre de courbure d'une courbe II et celui de Tune quelconque 
de ses developpoi'des coincident ; en effet en substituant les valeurs 
tirees des equations (i) dans les formules (2) du n 7, puis en sim- 
plifiant par integration partielle on a les coordonnfes et vj du ba- 
rycentre de courbure de la developpoide : 

i r 2ic . i r 27c 

5 = - I p sin occ/x r t == I p COS ccda 

~ Jo n J o 

les coordonntes du barycentre de courbure de la courbe et de sa 
developpoide sont done les memes. 

La longueur alg^brique J de la developpoide es-t d'apr^s la for- 
mule (3) du n 5, comme pt = o et ai = : 

5 = < a cos 

S a 6tant la longueur alg^brique de la courbe primitive. On ^n tire 
la longueur algebrique de la /i-^me developpoide : 

C = %a COS . 

Cette formule montre que la longueur algebrique d'une developpee 
d*ordre quelconque d'une courbe II est nulle. 

12. La transformation inverse de la pr6cedente dans le cas oi 
g = - donne la ddveloppante de la courbe 11. Supposons que la 
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courbe soit donnee sous la forme p =yT#) t Vequation de sa deve- 
loppante sera : 



r a 

i = k -{- I pch 

Jo 



ou & est une constante quelconque ; comme p est continue en cha- 
que point, p est integrable et par suite p existe tonjours ; pour que 
la courbe soitferm&e il suffit que Ton ait 



/*37C 

ou I pcfe = o, c'est-a-dire que la longueur algebrique de la 

Jo 

courbe primitive soit nulle. De la continuite de p il resulte que la 
d^rivee premiere de p existe et qu'elle est continue pour toutes les 
valeurs de a. La developpante d'une courbe est done une courbe 
continue. Nous avons vu que la longueur algebrique des courbes 
convexes fermees est toujours differente de zero ; dememe celie des 
podaires negatives obliques des courbes convexes relatives a un 
point interieur, et en general celie des courbes II, dans lesquelles 
p ^ o pour toutes les valeurs de a ; il en resulte que les d6velop- 
pantes de ces courbes nepeuvent etre des courbes fermees. 

Donnons quelques exemples simples de courbes IT dont la lon- 
gueur algebrique est nulle, et dont par suite les d^veloppantes sont 
des courbes fermees : 

(n p = a sin na 

ou a est une constante. et n un nombre entier. Pour n = i liqua- 
tion (i) represente un point; pour n = 2 une astro'ide regulifere ; 
/i=3 une hypocycloide ^ 3 points de rebroussement ; pour 
a = am ou n = 2/n H- i des hypocycloides h. l\m ou i 2/?i -h i 
points de rebroussement. 

Remarquons que Ton peut voir immediatement que les d6ve- 
loppees de ces courbes sont des courbes semblables k la base, on a 
en effet 

. 1U 

p = p f == na cos nx &. = a 4- - 

1 r 2 

par une rotation de I'axe polaire cette equation sera ramen^e a 

L = na sin rca. 
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Voici encore un second exemple deces courbes dont la longueur 
algebrique est nulle : 

2/1 -{- I 

p = a sin a cos a 
c'est une courbe a 8 points de rebroussement quelque soit n. 

13. Parmi les courbes II dont la longueur algebrique est nulle 
il y a un type de courbes rem arguable*, satisfaisant a la condition 
smvante, pour toutes les valeurs de a, : 

(0 (0 = P(*)+p(*-*-*) = o 

nous appellerons ces courbes pour abreger, courbes da type n . 
Une courbe clonnee sous la forme parametrique 



est une courbe II si Ton a pour toutes les valeurs de t 

p(l) -t- pt -I- to) = o 

et si <p(/) -- t est une fonction periodique de t de periode w ; p et 

a &ant des fonctions uniibrmes et continues de t ; p et p f ayant des 
Taleurs finies et determinees pour toutes les valeurs de t ; a etant 
enfin une fonction monotone de t. 

La longueur algebrique des courbes satisfaisant a la condition 
(i) estd'apres le n 9, evidemment nulle. Les tangentes dont la 
direction differe de TU sont confondues leur distance etant nulle ; de 
meme leurs points de contact sont confondus, en effet on a 



(voir n 2). 

Si Tangle de la tangente varie de o a 2::, le point de contact 
parcourt deux fois la courbe, on peutdonc consid6rer ces courbes, 
comme deux courbes confondues; si pour un instant nous faisons 
abstraction du sens des tangentes, et si p f est continue, on peut 
dire que ce sont des courbes fermees qui admettent une et une 
seule tangente parall&le k une droite donnee quelconque. 

La dSveloppolde d'une courbe II , dont le rayon de courbure 
existe en chaque point est une courbe Ho, en effet supposons que 
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dans les equations (i) de la developpoide du n 11, p satisfait & la 
condition suivante 

p(oc) 4- p(a 4- T:) = O ; 

on en tire 

p / (a)4-p'(* + -)E=o 

-et par suite 



la deVeloppoide est done bien une courbe II . 

Pour gu'une conrbe donnee en coordonnees naturelles f> et a soit 
une courbe n o? il faut quo p soit une fonction uniforme de a, et 
que Ton ait identiquement p(a) 4- p(a 4- TT) = o de plus quep 
satisfasse aux deux integrates du n 8 qui expriment que la courbe 
est ferm^e* 

Considerons une courbe U telle que son rayon de courbure p 
soit une fonction continuede a de la relation p(a)= 0(a-t-7r)on 
n conclue que si a varie de a a a 4- TT, p doit s'annuler un nombre 
impair de fois en changeant de signe ; par suite ces courbes n o o^i 
un nombre impair de points de rebroussement de premiere espbce. 
Remarquoms qu*en outre la courbe II peut avoir un nombre quel- 
conque des points singuliers pour lesquels son rayon de courbure 
.s'anmuie sans changer de signe, k courbe res tan t par suite du 
meme c6t6 de la tangente. 

Nous avons deja rencontrd des courbes du type II en eflfet 
Thypocycloide & 2n 4- i points de rebroussemenl est UB<J telle 
courbe. 

Signalons en outre quelques courbes n o remarquables, soient 
les courbes d'^quations : 

an+JC an 

p = a sin a ; p = a sin a cos a 

o n est mi nombre naturel quelcouque. Ces courbes sont Routes 
-des courbes continues, feraifes, 4 trois points de rebroussement de 
premiere espece; ce sont des courbes algbrique& dont 1'ordre et 
la classe soat fort diflferents. 

CitenseiicQ!?edes conrbes li^ transoendentes, OOTitinwes, fermfes, 
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a trois points de rebroussement, par exernple les courbes ayant 
pour equation 

p = a sin (sin a) ; p = aSh (sin a). 

Etant donnee une courbe JTI quelconquc/> /(a) on en d&luit 
immediatement une autre du type n o , en effet la courbe 

P ( a ) = X a ) X* + *) 
satisfait a notre definition des courbes II . 

14. Revenons aux courbes II ; soit une telle courbe donnee en 
coordonnees polaires tangentielles p, oc et en coordonnees polaires 
ponctuelles r, y on pent s'assurer facilement que ni la transforma- 
tion podaire 



ni la transformation podaire inverse 

p. 2 = r tt 2 = o -}- - 

ne donnent des courbes II dans le cas general. 

Par contre soit une courbe n donnee par son equation (i) 
p = J(a) et dans laquelle p r existe pour toutes les valeurs de a, sa 
radiale sera en coordonnees ponctuelles polaires r l5 sous forme 
param^trique 

et la podaire negative de cette radiale sera en coordonnfes tangen- 
tielles 



(3) p = p = p -h p" , 

ou JD se rapporte a la courbe (i) ; la courbe (3) est une courbe II. 
En effet elle est fermee, car 



est une fonction uniforme de a ? de plus/)' existe pour toutes 
les valeurs de a . On pourrait appeler cette courbe la radiale tan- 
gentielle de la courbe primitive, 
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On peut supposer que cette transformation est effectuee de la 
mani&re suivante : les tangentes dont la distance du pole est p, 
sont deplacees parallelement de maniere que leur distance an p61e 
soitp -H //-c'est-a-dire de telle maniere que le vecteur tangentiel 
de la courbe transform^ soit egal a la somme des vecteurs tangen- 
tiels de la courbe primitive, et de sa seconde developpee. 

Si en chaque point d'une courbe II, p" existe, 1'equation de sa 
radiale tangentielle sera en coordonnees p, & 

(4) p = p + p" cc = a. 

Des formules (3) ou (4) on deduit que la longueur algfibrique 
d'une courbe II est la m6me que celle de sa radiale tangentielle. 

Gette transformation effectuee sur une courbe du type II , telle 
que p m existe pour toutes les valeurs de a, conduit a une courbe 
du merne type ; en effet si p satisfait a 

p(ot) + p(ot H- T:) ^ o alors p = p -+- p" 

satisfera aussi a la meme condition. 

II faut remanjuer que les coodonn^es du bar y centre de courbure 
de la courbe transformee sont nulles relativement au pole, comme 
on peut le voir par les formules du n 7 aprfes deux integrations 
partielles. Ge centre a ete done amen6 par cette transformation au 
p61e. 

Comme exemple de cette transformation prenons Y ellipse dont 
liquation en coordonnees p, a est 



r ~~ (a 2 sin* a 4- 6* cos 2 a) 2 

1'equation de sa radiale tangentielle sera, en coordonnees tangen- 
tielles polaires />, a 

p = p ; a =: a 

( 4 ) Pour rendre les fonctians p ou p uniformes dans les cas ou elles ont la 

foroie suivante : [/(a)]", /(a) ^tant plus grand que z4ro pour toutes les va- 
leurs de a, et n un nombre entier quelconque plus grand que un, alors on 

altribuera a [/(a)]nla valeur de : 

eX log [/()] 
en prenant toujours la valeur rdelle du logarithmo. 
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et d'apres les formulas du n 7 en coordonnees tangenlielles zz, v 

a*6*(a 2 + i>y = (a*o 2 -4- 6V) 3 . 

Cette courbe est une courbe convexe fermee si 4& 2 i2 3a 2 . Sa lon- 
gueur absolue est alors la meme que celle de F ellipse. 

Considerons une courbe H donnee en coordonnees p f a, telle 
qu'en chaque point de la courbe, toutes les derivees de p par 
rapport a a existent jusqu'a 1'ordre n -4- 3, par la transformation 
prec6dente on obtient 



Pi p 

et, en Fepetant la transformation une seconde fois, 
pa = p -H 2p ;/ -h p (4) a = a - 

Enfin si la transformation est repetee n fois, 1'equation de la courbe 
d^vient sous forme symbolique 

Pn = (P 4- P") (7l) n = . 

Toutes ces courbes sont des courbes du type IT et elles ont toutes 
la meme longueur algebrique. 

15. Passons & la transformation inverse. Soit une courbe II 
donnee en coordonnees p, a, Y anliradiale dc sa podaire relative 
an pole, ou simplement son antiradiale tangentielle sera 



done o est une fonction uniforme et p6riodique de a. Pour que la 
courbe obtenue soit une courbe II il faut encore que ^ satisfasse 
aux conditions du n 8 qui expriment que la courbe est fermee; 
dans Ic cas considere ces conditions deviennent : 

/^a:t rn: 

I p sin ctdx = o I p cos adz = o 

Jo Jo 

d'apr&s le n 7 ces conditions ne sont satisfaites que si liquation 
tangentielle polaire de la courbe primitive a 6te rapportee a son 
barycentre de courbure comme pole. 

Etant donnee une courbe II en coordonnees tangentiellesp, a, 
le pole &ant au barycentre de courbure de la courbe, son anti- 
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radi&b tage&fcielle sera aussi one courbe II, et de meme longueur 
algebrique que la courbe donnee. 

Supposons que la courbe donnee soit convexe, le pole etant au 
barycentre de courbure, done a Finterieur de la courbe, comme /) 
sera du meme signe pour toutes les valeurs de a, il en resulte qne p 
ne changera pas de signe lorsqu'a varie de zero a 2 TT, par suite, 
dans ces conditions, rantiradialetangentielle sera aussi une courbe 
convexe fermee et de meme longueur absolue que la courbe ini- 
tiale. 

La transformation repetee dans les memes conditions donnera 
aussi des conrbes convexes de meme longueur. 

Comme exemple prenons de nouveau Fellipse. Son equation 
tangentielle rapportee a son centre, done au barycentre de cour- 
bure, est 

i 

p = (a 2 sin 2 a -{- 6 2 cos'a)" 2 " 



son antiradiale tangentielle relative au p61e aura pour equations : 
p = (a 2 sin 2 -4- b* eos 2 a) ^ ; a = a. 

G'est une courbe transcendente remarquable, en eflet, c'est une 
courbe convexe dont i la longueur absolue est la meme que celle 
de Tellipsa; 2 la longueur d'un arc s'exprime exactement par Tin- 
t%rale elliptique de seconde esp&ce de Legendre. 

16. Considerons un cas remarquablement simple de la trans- 
formation du n 9 des courbes II ea courbes II : 



ou K est une constante quelconque. 

Comme dans cette transformation on a p r ==/>'' il en r^sulte que 
les points correspondants des deux courbes, c'est-a-dire les points 
oil les tangentes out la meme direction, son* situ^s sur une nor- 
male commune k ces deux tangenles; la distance de ces points 
correspondants est constante efe egate h K ; les eoarbes obtenues 
sonl des courbes paralMes . Lie a appele cette transformation dila- 
tation. 
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Tandis que Fequation carl6sienne des courbes paralieles com- 
prend en meme temps les deux courbes pour lesquelles la eons- 
tan te est 4- K. et K, leur equation tangeHtielle polaire, comme 
nous 1'avons definie, permei ete les consid6rer separement. 

II resulte des equations (i.) que le rayoa de courbure de la 
courbe paiailele esi 

p = p 4- K 

done ies centres de courbure des deux courbes aux points corres- 
pondants sont confondus et le faisceau des courbes paralleles a la 
meme developpee. 

La longueur algebrique % des courbes paralleles sera, d'apres le 
n3, 

(2) % = s + 2KTi 

ou 1C esfc la longueur algebrique de la courbe primitive; cette for- 
mule a ^tc utilisee pour determiner la longueur des courbes paral- 
leles exterieures a une courbe convexe fermee ; la conception de la 
longueur algebrique a permis d'etendre egalement cette formule 
aux courbes paralleles interieores. 

La formule du n 4 donne immediatement Faire algebrique X 
des courbes parallfeles si Ton connait 1'aire A> et la longueur de- 
la courbe primitive 

(3) Jb = Jb 4- KO: 4- K^TT. 

Les considerations du n 7 montrent que IQ barycentre de cour- 
buxe du faisceau des courbes paralleles est le m^me, et qu'il coin- 
cide avec celni de la courbe primitive. 

Remarquons encore que dans le cas des courbes parall&Ies on a^ 
en se servant des notations du n 9 : 



Etant donnee une courbe II telle qu'en chaque point de la 
courbe son rayon de courbure soit fini et determine, on trouve 
p^rmi le faisceau des cowbes paralleles a celte coarbad 
convoxes ; 1'^quation du faisceau des courbes paralleles etant 

p =- p -f, K on p = f 4- Ki 
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la courbe transformee sera surement convexe si Ton a : 



il en resulte que si Ton donne une courbe II dont les rayons de 
courbure sont tous finis, aussi bien les courbes paralleles inti- 
rieures, si K est assez grand, que les courbes paralleles extd- 
rieures, si -f- K est assez grand, sont des courbes convtxes ; et 
inversement toutes les courbes paralleles aux courbes convexes 
n'ayant pas de parties droites sont des courbes du type II. 

La transformation des courbes II en leur radiale tangentielle 
(n 14) et la transformation inverse (n 15) transformed, comme 
on peut facilement s'en rendre compte, un faisceau de courbes pa- 
ralleles en un autre faisceau de courbes paralleles. 

Determinons a Taide de ces formules 1'aire algebrique d'une 
courbe II, dont la longueur algebrique est nulle. Considerons une 
courbe convexe ferme dont 1'aire est & et sa longueur absolue # ; 
la courbe parallele dont la longueur algebrique est nulle aura 

1C 
comme constante K, d'apres (2), K = -- -; il en vesulU que 

Faire algebrique Jbi de cette courbe parallele sera, d'apres (3), 

(S 

Al = Jb _ _ 

comme on sait que, de toutes les courbes isop^rimetriques, c'est le 
cercle dont 1'aire est maximum, et comme la quantite Jbi est zero 
pour le cercle, elle sera plus petite que zdro pour toutes les autres 
courbes; on en' conclue que Yairc algebrique des courbes dont 
tous les rayons de courbure sont finis et dont la Longueur al<j&~~ 
brique est nulle nest jamais positive. 

17. La condition, pour qu'une courbe du type, II donn6e en 
coordonn^es p, a ait un centre est que, par un changement de p61e> 
on puisse amener son oqualion i une forme telle que Ton ait : 



dans ces conditions, d'apres le n 4, Tequation de la courbe doit 
tre de la forme de : 

jo = Ki sin a -f- K 2 cos a -H F 2 (a) 
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ou K! et K 2 sont des constantes, et F 2 (a) une fonction periodique 
de a, de perlode n (par exemple une fonction paire de sin a). La 
relation jo = Ki sin a -h K 2 cos a est alors F equation tangentielle 
polaire du centre et x = K l9 J = K 2 sont les coord onnees car- 
tesiennes du centre relatives a un systfeme de coordonnees cart- 
siennes, rectangulaires, Forigine 6tant au pole, et Faxe des X 
coincidant avec Faxe polaire. 

18. Nous avons defini au n 9, comme tangentes opposes, deux 
tangentes d'une courbe II, dont la direction differe de w; la dis- 
tance de ces tangentes -est j j 

(l) =p(a)-4-p(a-f-*). 

Nous appellerons points opposes les points de contact des tan- 
gentes opposees et diambtre le segment de droite obtenu en re- 
liant deux points opposes ; soit j S) | la longueur de ce segment. 
Par chaque point M de la courbe passe un diam&tre. Nous pren- 
drons, comme direction positive de ce diametre, la direction allant 
de co point M vers la region gauche de la tangente en ce point. 
Appelons r Tangle dont il faut faire tourner la tangente en M, dans 
le sens positif, pour la faire coi'ncider avec la direction positive du 
diametre ; d'aprfes ce qui precede, T sera compris entre o et n. 
Gomme on a 



y oo =/>'( 

& 
on conciue facilement de ce qui precede que tg T = ^ de plus 

$ 
que 3) c= - - ; il en r^sulte que le signe de 2) est le mime que 

celui de P ; des relations precedentes on tire : 

SD 2 = 2 -4- $'* et & = 2) cos T. 

/7$* /72^P 

Nous entendrons toujours par & -^ , de meme par ff = -^ ' 
On tire ff de la formule (i) par deux differentiations : 

(2) -+- ff = p (a) -h p (a 4- ). 

Si Fon d&signe par o* Fangle que la direction positive de Faxe 
polaire fait avec celle du diam&tre, on a <7 = a H- T. 
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Les fractions , $, r son^t des fonctioas p6riodiques de a dont 
la periode est TE. 

S0it MI et M 2 les points jsitu.es aux extremes .d'un diam&tre, O i 
ei 0. 2 les ceatees de cowbures cor-respondants a ces points (fig. i) 
comrne d'apres len 11 , la'dev-eloppee d'une courbe II est -en general 
ume ^oiirbe II, -et coaBine les langentes en O t et 2 a la developpie 
font entre elles un angle egal a TT, il en resulte que le segment de 
droite d Oa est le dian&tre de la ddveloppte correspondant a la 




direction a -+- - de sa tangente ; Tangle TJ que cette derni^re fait 
a^c le diamfetre passant par son point de contact est -donn par 

g; ^/ 

tg t a = -m et la Jbngueur \'^ i \ de*ce diamiketre est $1 = -. -- . II 

en r^sulte que le signe de A est le m6me que celui de P ; ; on a 
aussi : 

O) 2 , = ff* H- ^. 

Appelons C le point d'intersection des droites MiM 2 et 4 2> 
oiBaame ies triaifegdes MfGOi ei M^X) 2 sont semblafcles on a : 

M i C :== O i G_ p(a) 
M 2 C 2 G~~*p(a + Trj 

ce qui determine le point d'intersection des deux diam&tres. 
En diffirentkirt par rapport k & 0B a : 

*? = _(* + a-) cos* 

il en r^sulte que dans le cas d'une courbe II oil p existe en chaque 

in 



. 
point, g- existera aussi pour toutes les 



de 
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En differential = D sin r par rapport a a et en substi- 

d$) 
tuant ~j- par sa valeur on obtient: 



et encore : 

<5 : 
On en conclue que : 



Consid6rons une courbe II telle qu'en chaque point de la 
courbe T soit constant ; on doit alors avoir toujours -^ = o c'est-a- 
dire que doit satisfaire a Tequation difKrentielle suivante : 



comme $ doit etre de plus une fonction periodique de a, la seule 
solution possible est : 

$ = const. 
ce qui entraine : 



= !J> = K et T = -. 



Done les courbes II pour lesquelles T = const, sont des courbes & 
diamktre constant, et chaque tangente est perpendiculaire au dia- 
m^tre passant par son point de contact (voir n 27). 
Si n'est pas toujours constant, comme : 



il en resulte que 3) doit forc6ment croitre puis decroitre par 

. da , , , . , i dS> 

suite -r- devra changer de signe et a cause de cotr = g "3^ r os " 

cillera autour de -. II ea rfeulte, qu'etant donnfe une courbe II, 

T ne peut tre toujours sup6rieur a - ou toujours inferieur Ji cette 
valeur. 

Les ^ctre^a de S <et de S ont lieu pour les mSmes valetirs de a, 
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car la condition ' = o entraine ^ = o ; pour ces extrema on a 
done : 

$ = $ et T = - 

Etant donnees deux courbes paralleles : 

considerons les angles r correspondants a une direction a des tan- 
gentes, on a : 

par suite si ' ?zf o T t sera different de r 2 et les deux diametres ne 
seront pas confondus ; il en r^sulte que si Ton a pas constamment 
ff = o les courbes enveloppes des diametres des deux courbes pa- 
ralleles seront en general des courbes differentes. 

19. Soient p, a les coordonnees de la tangente en un point M 
d'une courbe II, prenons ce point comme pole mobile et la tan- 
gente en ce point comme axe mobile, les coordonnees du diam&tre 
passant par M seront dans ce systeme : 

Pi = o ! = T. 

D'aprs le n 5 liquation tangentielle de la courbe cnveloppe des 
diametres sera sous forme param&rique : 

( p = p cos T -i- p' sin T 
(i) t- ^ 



a = a = a -f- T 



ou p,p f , r sont des fonctions uniformes du parametre a ; en substi- 

$ 
tuant T par sa valeur tir6e de tg T = g/ , on obtient : 



= 

(2) 



il faut remarquer qu'a cause de Funiformit^ du systfeme (i) il 
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faudra prendre dans le systems (2) la racine carree avec le meme 
signe que et a, telle que Ton ait a a < rc. 

Pour determiner le point de contact de la courbe enveloppe des 
diametres faisons dans F equation (4) du n 5/>i = o et a t = r, 
on a alors : 



/s\ - 

(3) r/! = p sin T -j- = 

X ' ' r 



p( a ) 
= -- i-i- 



T -j- = -T-T - 
dcr p(a) -f- 



et par suite : 



i ( a 



comme qi (a) -h ^i (a -*- TT) = 2), il resulte de la relation (3) 
du n 18 que le point de contact d'un dianiktre d'une courbe II est 
le point $ intersection de ce diamUre avec le diamktre correspon- 
dant de la dveloppe de la courbe !!> ce qui donne une construc- 
tion simple de ce point. 

On peut montrer directement que le point d'intersection de deux 
diam&tres voisins AiAs et l&il&z tend vers un point limite lorsque B! 
tend vers Ai, en effet si on appelle S le point d'intersection de ces 
deux diametres et A<7 leur angle, on a : 

AiS _ sin AiBiS A 2 S _ sin A 2 B. 2 S 

AiBi sin AT ' A 2 Bj| sin A<? 

comme les tangentes & la courbe en A! et A 2 sont parall&les, les 
limites des angles AtBjS et A 2 B 2 S sont egales et : 



i- AtBi p(a) 

hm ~j^ = / v / v 

A 2 B 2 p (a -h it) 



il en resulte : 

lim 



= 
A 2 S p (a 



II resulte de liquation (3) que pour les valeurs de a telles 
que P Q ( a \ ^ i la valeur de q\ est finie ; pour qti'elle soit 

aussi determin^e, il faut encore que ce rapport soit infini, ou qu'il 
ait une valeur determine. Liquation ^1 = donne les points de 
la courbe qui sont communs avec la courbe enveloppe de ses dia- 
metres. 
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Pour que les points de contact des diametres d'une courbe II, 
soient determines pour toutes les valeurs a, il faut et il suffit que 51 
et, par suite p* ait une valeur determinee pour chaque valeur de a. 
Pour que le lieu geometrique de ces points de contact soit condnu 
en un point, il faut qu'en ce point p et par suite p" soient continus. 
La courbe enveloppe des diamelres d'une courbe II ne sera done 
discontinue cjuaux points oil le rayon de courbure de cette derni&re 
varie dune maniere discontinue. 

Considerons nne courbe II a centre, transportons le pole au 
centre, on aura alors : 

T! r6sn!te de (2) que tous les diam&tres de cette courbe passent par 
l& centre, en effet on a p(a) = o, la courbe enveloppe des dia- 
metres se rduit done ce point. 

Si Ton envisage la formule (2) on voit aisement que la courbe 
eRveloppe des diam&tres d'une courbe II quelconque satisfait a la 
condition (r) du n13. 



elle satisfaii de m&ne & la condition de periodicite : 



p JL sont des fonctions uniforrctes de a^ et outre p et p f ont (ies va- 

leurs finies et determines si le rapport ' y a \ a une valeur d6- 
termin6e dif6rente de i . 

Pour que la courbe enveloppe des diametres d'uae courbe II 
ayant en chaque point un rayon de courbure d6termin soit une 
courbe n o , il faftf que a ~ <r soit urue fonetion monotone de a ; 

comme d'apr&s le n 18 on a ^ = -L-^^J il font que Ton ait 
pour toutes les valeurs de la variable a : 



on encore r 
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si Ton considere une courbe eonvexe feraaee, , p oat le m&ne 
signe pour toutes les valeurs de a, et la condition (5) se trouve 
satisfaite (\ 7 oir aussi le n 21). 

Les conditions precedentes etant satisfaites la courbe enveloppe 
des diam&tres d'une courbe convexe fermde est une courbe II ; sa 
longueur algebrique est nulle ainsi que la distance de ses tangentes 
opposees; les poinls de contact de ces tangentes sont confondus; 
ce point parcourt deux fois la courbe lorsque a varie de o a 2 TT. 
on peut done considerer celle-ci comme formee par deux courbes 
confondues. 

20. On pomrrait determiner le rayoa de courbyxe d&kt co^rrbe 
enveloppe des diam&tres par des difierentiatkms successives- em 
partant des equations (i) d.u n 19, mais on y arrive plus simpk- 
ment par d'autres considerations. 

Soitp = /(a) une courbe H, transformons la, en portant sur 
chacune de ses tangentes, depuis le point de contact dans le sens 
posifeif de longaeur T [T est une fanctan doai^e de a, telle que 
T (a) = T (a -6- 3x}] ; soient M et N deux points, yoisins de la 
caabe et Mi, N* les points correspOEkdanta de- kb co^rbe trar^sfo?- 
jaaee; soit A le point d'intersection des tangentes en M efc N, i'angle 
de MiNi avec la tangeate en M etaoat |5i on a : 

_ (T + AT ^ 1NTA), sin A a 

% Pi ( T + AT + NA ) cos Aa T + AM 

ef a !a Kraite, si les points M et N vienrrent s^e corfondfre : 

T 

fr) iim tg p x == % p- = 

ou p est le rayon de courbure de la courte dna&e au p&ini M. 

GaiisideEOffis la coujcba enveloppe des diajB&tres, 
par sion rayon da aaurbure, A et pax TangJ^ de sa taageate a, si 
nous portons sur cbaque tangente une l(Miguerur T = f t ei si 
nous posoas p = z nova obteuons la courbe primitim; de (y) on 
tire : 

^ = cot T -f- - 
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d'apr&s Fequation (3) du n 19 on a : 

d( li d ( P( a ) 1 

U q co t T -+- 3) -y- ~T- N L -^-/ - c 

dv ^ dc Lp (a) -+- p (a 4- "*) J 

il en r6sulte : 



__ 

(a) ^ ~ ^ T* 

' ff r^ a _{- . 

Le systeme (2) tepresenle Tequation naturelle de la courbe en- 
veloppe des diametres, sous forme parametrique. 

21. Considerons une courbe II excentrique quelconque, dont 
Tequation en coordonnes tangentielles polaires p, a, est conmie, 
transformons la courbe de la maniere suivante : 

(I) ()= 

La courbe II ainsi obtenue est une courbe a centre (voir n 17) 
nous Tappellerons la centrique de la courbe primitive. Elle a des 
propri^tes remarquables, en eflet comme la grandeur 3? correspon- 
dant i chaque direction a est la mme pour la courbe primitive 
et pour la courbe transform6e, il en resulte que : 

(I) La longueur algebrique de la centrique est egale h. celle de la 
courbe primitive (voir n 9). 

(II) Les grandeurs des diam&tres correspondants & la m6me di- 
rection a des tangentes, ainsi que les angles adjoints T, sont les 
memes pour les deux courbes car ces grandeurs sont des fonctions 
de ff, ff seules (voir les formules (2) et (3) du n 18). Par suite les 
angles <7 que les diam&tres correspondants font avec Faxe polaire 
sont aussi les mfimes et les diametres correspondants k la mme 
valeur de a sont parallfeles. 

(III) Pour les m&nes raisons les diametres de la dveloppe, et 
leurs angles adjoints TI, restent inalt^res en grandeur et en direc- 
tion par cette transformation. 

(IV) L'equation de la centrique en coordonn6es 0, a est 



ET DE CERTAINES COURBES QU1 S*Y RATTA.CHENT 4 1 

Nous designerons dans ce qui suit par R le rayon de courbure 
de la centrique d'une courbe II. 

Les equations de la developpee d'un courbe II donnee en coor- 
donnees p et a etant : 

w\ r * 

(3) pi = {- CC t rrr 1- OC 

la developpee de la centrique de cette courbe sera 

(4) R 1 = 5 [p'W + ?'( + )] 

mais la courbe (4) est la centrique de la courbe (3) ; il en resulte 
que la developpee de la centrique d'une courbe II, est la centrique 
de la ddveloppde de la courbe II. 

La condition pour que la centrique d'une courbe soit une courbe 
convexe fermee est d'apr&s le n 3 



c'est justement la condition (5) trouvee au n e 19, pour que la 
courbe enveloppe des diametres d'une courbe II soit une courbe 
Ho; il en resulte que la courbe enveloppe des diametres dune courbe 
II excentrique, dont la centrique est convexe, est une courbe HQ. 
D'apr&s ce que nous avons vu au n 19 la centrique d'une courbe 
convexe fermee est une courbe convexe fermee ; cela resulte aussi 
de la formule (2) du present numero. 

Etant donnee une courbe II, si (P^P -h <t )ff ) 2: o pourtoutes les 
valeurs de a sa concentrique sera une courbe convexe fermee, et 
Ton peut consid6rer cette centrique, comme une courbe donnee en 
coordonn^es ponctuelles polaires r, & 

(5) ; = f ;=. 

ou 2> est une fonction uniforme de <7. 

L'aire Jb de la centrique d'une courbe II donnee en coordonness 
tangentielles polaires p, a est d'apres la formule (2) du n* 4, dans 

laquelle on fait p == - 
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22- Si ui>e eourbe II queiconque est donnee, sa centrrcpie est 
determinee. de meme que la courbe enveloppe de ses diametres; 
mais si To-i* donae trae centriqee par Fequatiom 



on voit qu'il y a une infinite de courbes p = p(ct) dont la centrique 
est la courbe donnde. Ces courbes forment une famille ayant des 
propri6ts communes remarquables ; elles ont toutes la meme lon- 
gueur algbrique, leurs diametres correspondants a la meme direc- 
tion cfes tangentes ont la meme longueur, et les angles .7 que ces 
fangentes font avec les diametres passants par leurs points de con- 
tact, sont egaux ; les grandeurs # correspondantes a la meme 
direction a des tangentes sont egales ; les diametres des developpees 
de ces courbes ayant la meme direction ont la meme longueur. 

Considerons une telle famille de couibes II admettant la courbe 
C comme centrique, les developpo'ides de ces courbes forment aussi 
une famille de courbes admettant comme centrique la d^veloppoide 
de !a cotrrbe C. Un theorerne correspondant peut 6lre6nonc6 pour 
les radia-les tangienlielles, pour les antirstdrales-langentreHes, potrr 
les coirrbes paraH&les e pour d'aialres r courbes transfbrmfes cfe la 
de cmirfecis H acfenetfant la m^me centrique. 

eFTcwfisr qn'i nne cenirrque convene correspondent une 
infinite de courbes convexes; (Jans le cas d'une co-nrbe convene 
&(tx) est la? distance des tangentes de direction a et a 4- TT, ou la 

a largeur de la courbe dans le sens a -f- - : les courbes convexes 

correspondant a la m&me cenirique ant la meme /o/2$o#&F ab&olae^ 
et elles ont la mS/ne largeur dans le mme sens. 

A une courbe enveloppe de diametres correspondent aussi un 
infinite de courbes IT ; si le rayon de courbure & de la courbe en- 
veloppe des diametres est donir en fonction cfe Tangle a de sa 
tanagente cotrespondante, d'apres les Equations (2) du n^2O, le 
ratyon de courfmre cJes courbes II, dont la courbe enveloppe des 
diam&tres est la courbe donn^e, est 
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ou K est une constante, et ou est une fonction uniforme quel- 
conque de a telle que 1'on ait pour toutes les valeurs de a : 
(a) = (# -4- TI) et ( -f- ST) > o et telle de plus que ff ait une 
valeur finie et determinee. 

D'apres le n 18, a est une fonction uniforme de <r, par suite on 
peut regarder comme nne fc^fiction unijEorme de (7 telle epie 
^(cr) ^ (<7 -f- ^). On deterniine la constanfe K en remarquant 
que Ton a -i- " = p(a) -f- pi'a -h TT) ; on obtient finalement : 



la racine carree devant toujonrs etre prise avec le m^me signe 



Parmi les courbes representees par 1'equation (i) il y a une infi- 
nite de courbes convexes ferraees; en effet, remplagons dans la 
fonction ^ par une autre sir, dans laquelle s est une constante posi- 
tive, Tequation de la courbe resultante sera 



si Ton choisit la fonction fP telle que Ton ait pour toutes les valeurs 
de a ou de ? 

&) > o et B telle que e* > T 




la courbe sera convexe, car on aura n&essairement p > o (voir 
aussi le n e 25). 

Soit M un point d'une courbe convexe ferroee, la distance de M 
au point de contact du dianietre passant par ce point est donn&e 
par : 



t ^toit compte dans le sens positif dm diamMie e'es4-at-direj vers 
de la courts. Si la couEbe est co^nve3ce on pejfe coasi- 
r, sans Festreindre la g6n6ffaMt6, p ^ o et 2) > o powr 
Us valeurs. de a f coaaan>e 



p( a 
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il en resulte qu'aucun point de la courbe enveloppe des diamhres 
nest situe en dehors de la courbe convexe. 

Si Ton donne une courbe H consideree comme courbe enveloppe 
des diametres d'une courbe II excentrique, et une autre courbe 
convexe fermee centrique, consideree comme la centrique de 
cette courbe II, la courbe excentrique II est completement d6ter- 
mineeparla formule (i). Elle peut etre convexe sous certaines 
conditions comme nous 1'avons vu. 

Remarquons Fanalogie qui existe d'une part entre la developpee 
et le rayon de courbure de la courbe, d'autre part entre la courbe 
enveloppe des diametres et les grandeurs q L correspondantes. 

23. Prenons un point M de la courbe H comme pole mobile, 
et la tangente en ce point comme axe polaire mobile, soit D une 
droite dont les coordonnees relatives a ce systeme mobile sont 

p i = X 04 = o 

X etant une constante quelconque ; si M d6crit la courbe II, la 
droite D enveloppe une courbe dont 1'equation est d'apres le n 5 

(l) P = P + ^ a= a 

et le point de contact Mi de la droite D sera donn par q\ = XSB' 
(voir (4) du n 5). Si nous considerons le systeme de coordonnees 
cart6siennes rectangulaires, ayant comme origine M et comme axe 
des 1'axe polaire mobile, les coordonnees de Mi relatives i ce 
syst&tne seront 



il en resulte, que le coefficient angulaire de la droite MMi est egal 
a tg r ; done Mi est situ6 sur le prolongement du diametre passant 
par M ; la distance MM i est egale d j apr^s le n 18 & X \/ 2 -i-^ a '= Xffl ; 
il en r&ulte que si Ton prolonge chaque diamfetre d'une courbe II, 
d*une longueur 4gale a X3) la droite de longueur D(i -h 2X) sera un 
diametre de la nouvelle courbe; en efFetles tangentes, & la courbe 
transformde, aux extr6mits de cette droite, seront des tangentes 
opposes. Done les diametres de la courbe et de sa transformee 
sont confondus, et la meme courbe enveloppe des diametres cor- 
respond aux deux courbes. 
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De 1'equation tangentielle (i) on tire 1'equation de ces courbes 
transformers en coordonnees naturelles a, a 

(2) p = p -f- \ ( -f- ") a = a 

cette relation donne en meme temps le rayon de courbure de la 
courbe transformee. Les equations (i) et (2) repr6sentent, si Ton 
considere X comme parametre variable, un faisceau de courbes que 
nous appellerons, pour abreger, faisceau de courbes diamtrales. 
Supposons que le diametre MN d'une courbe donnee C devienne 
apres la transformation MiNi ; soit en O et Oi les centres de cour- 
bure correspondants aux points M et Mi les coordonnees du point 
et Oi seront, relativement au systeme precedent : 

0) | = o, T! = P 00 S = W,T 1 = X$'-hp 

comme le coefficient angulaire de la droite OOi, rapporte au meme 
systeme, est le meme que celui du diametre de la developpee de G 
(voirn 18), le point Ot se trouvera situe sur le diametre de la 
developpee. On en tire une construction geometrique simple des 
centres de courbure de la courbe diametrale, correspondant aux 
centres de courbure de la courbe primitive. La longueur OOi est 
6gale a X\/' 2 -+- ^' /2 = X2>i. On obtient done la developpee de la 
nouvelle courbe en executant la meme transformation, avec le 
meme coefficient de proportionnalite X sur la developpee de la 
courbe primitive, 

Dsignons par $ et par Jb la longueur et 1'aire alg^briques de la 
courbe primitive et par i et Jb ceux de la courbe transformee, on 
a alors : 



(3) 



/*37C_ 

$ = ] pdx = 



L'aire jb sera calculee a 1'aide de la formule (2) du n 4 en y 
remplagant p et p' par leurs valeurs, et en remarquant que 

/^ais /""aw 

p'S t d^ = 
Jo Jo 

/^HTZ 

(4) S = &-f-X(i-f.X) 

Jo 
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I 

comme r I $pdx est 1'aire de la centrique, par suite, la difference 

Jo 

des aires algebriques de la courbe trajisformee et de la coarbe pri- 
mitive est egale a 4/.(i -4- tyfois taire de la centric/ue. 

Soil \, TJ les coordonnees du bary centre de courbure de la 
courbe primitive et , 75 celles du barycentre de la courbe trans- 
forrnee d'apres les equations (3) du n 7, on trouve comme 
() = (a -H w) et, par suite, 

/-sic p 

I iS sin a da = I ^ [sin a -f- sin (TC -f- a)] da = o 

</o ^/o 

que != , v? = yj. Les barycentres de courbure d'une courbe IT e^ 
cetwe o?e ^5 courbes diametrales sont conjondus. 

Nous avons vu que les angles <7 ? a, r ne changent pas cette 
transformation ; de meme qu'a un faisceau diametral correspond 
une seule courbe enveloppe des diametres ; la formule (4) du n 19 
permet de voir directement que les points de contact des diamfetres 
resient invaiiables dans cette transformation. 

Cette transformation constitue nn groupe continu de transfor- 
mation ; 0n effiet, on voit ais6ment qu'en partant d'une courbe 
queiconqne du faisceau, dontlediametre a une longueur (i -f- sX)2), 
on peut arri^er par la mSme transformation a une autre courbe 
quelconque du faisceau, dont le diametre a une longueur 

(l-f-3X t )3>. 

Les coordonnees polaires ponctuelles de la centrique d'une 

2) 
courbe II &ant - et cr (voir (5) du n 21), il en r6sulte que les 

centriques de deux courbes diametrales, dont les diametres sont SD 
et (i -H aX)S), sont des courbes semblables et le coefficient de pro- 
porlioanalite est (i -^ aX). 

II est facile de Viir qu'mn faisceau 4e courbes diametrales est 
transform^ par la transformation d6veloppoi'de du n 11 en un 
autre faisceau diametral, de meme coefficient de proportionnalit6 ; 
en effet, soient deux courbes diametrales 

() Pi=/> (6) J p 2 = p + X 
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la transformation developpoide donne 

(c) p] = p cos -{-// sin E 

(d) p 2 (p -+- A) cos E -f- (p' -i- X') sin 

la courbe (d) est bien une courbe diametrale de la courbe (c), de 
coefficient de proportionnalite A. 

Inversement etant donn6e la courbe (a) et sa developpoide (c), 
apres la transformation diametrale on obtient les courbes (b) et (d) ; 
et cette derniere sera la developpoide de la courbe (6). 

Des considerations semblables montrent, que si Ton transforme 
les courbes d'un faisceau diametral en leur radiale tangenticlle, 
ou en leur antiradiale tangentielle, le pole 6tant au centre de gra- 
vite de courbure (voir les n os 14 et 15), les courbes obtenues for- 
ment de nouveau un faisceau de courbes diametrales ayant le meme 
coefficient de proportionnalite. Inversement si Ton donne une 
courbe et sa radiale tangentielle, la transformation diametrale 
donne des courbes, dont Tune sera la radiale tangentielle de Tautre. 

Consid6rons deux courbes paralleles, distantes de k 

<) Pi=P (/) ps = p+k 

la transformation diametrale donnera 



p a= p-l-A-f.X(2-f- aft). 

Ces courbes seront aussi des courbes parallMes, mais leirr distance 
sera 



Par contre, les ^ourfoes paraUAles (j) et {h) des -coTaxb^iS dia- 
m&teaies (-a) et (b) 

(g] p i= p--k (h) p 2 = p -h A^ -+- If 

a'appariienrient plus k oin meoie faisceau diam^aral ; il eji resulte 
qu*ft les ^ourfees paraltfeks aux caurbes d'un faisceaa diam^&ral n?e 
forment pbis un jfaisceau diaela:aL 



24 . CoJ^i^emas une coiaxbe renaarquable du fiaisceau diametral , 
une courbe n domaeep =/(^) f odle (jui - 
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pond a X - ; 1'equation tangentielle de cette courbe est la 
suivante : 

(l) p = p - = i [p (a) p (a + or)], 

d'apres le n 13 c'est une courbe du type II . 

Au point de vue geome"trique on pent supposer que cette courbe 
est engendree de la maniere suivante : on considere deux tangentes 
opposees de direction a et a -f- TT, puis une droite D passant entre 
elles a egale distance des deux, si a varie la droite D enveloppe la 
courbe (i). 

Nous avons vu que les points de contact de toutes les courbes 
du faisceau diametral sont sur le diametre correspondant aux tan- 
gentes, par suite, le point de contact de la droite D sera le milieu 
du diametre ; on peut done encore considerer la courbe (i) comme 
le lieu des milieux des diametres de la courbe II. Pour abre"ger, 
nous allons appeler cette courbe la m&diale de la courbe consi- 
dered. 

De 1'equation (i) on tire J'equation du rayon de courbure p en 
fonction de Tangle a de la tangente 



Les centres de courbure des courbes du faisceau diam6tral se 
trouvent sur le diametre correspondant de la developpe de la 
courbe II (voir n 23), il en rsulte qu'en un point quelconque le 
centre de courbure de la m6diale est le milieu du diametre de la 
developpe'e de la courbe II, correspondant aux taugentes consi- 
derees. On obtient done la de"velopp<5e de la m^diale en d6termi- 
nant la ra6diale de la de"velopp6e de la courbe II. 

Considerons une courbe II telle qu'en chaque .point p f soit con- 
tinue, la m&liale de cette courbe est une courbe continue. Au point 
oii p" est determin6 le rayon de courbure de la m6diale sera de"ter- 
min6, et si p" et par suite p sont continus, le rayon de courbure 
de la m6diale le sera aussi. 

Si le rayon de courbure d'une courbe II est une fonction con- 
tinue pour tous les points, celui de sa m&Liale le sera aussi, et 
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comme en outre cette dernifere est une courbe II , elle aura, d'apres 
le n 13 un nombre impair de points de rebroussement de premiere 
espece, et, de plus, son rayon de courbure peut devenir mil, sans 
changer de signe, un nombre quelconque de fois, 

De liquation (2) de la mediale on deduit immediatement que 
deux courbes parallMes (a) et (b) ont la m&me m&liale, 

(a) pi = p (b) p a = p -+- k ; 

de meme la mediale de deux courbes diametrales (c) et (d) est 
necessairement la meme : 

(c) Pl = p (a) ' P = P -hX( + ') 

Nous avons vu que si le rayon de courbure de la mediale est 
nul on a p(a) =p(a -h TT) et d'apres la formule (3) du n 10 

2) 
qi = - 5 par suite la courbe enveloppe des diamltres passe par les 

points de rayon de courbure nul de la mddiale. 

Comme a un faisceau de courbes parall&les correspond une seule 
mediale, et tout un faisceau de courbes enveloppes des diam&tres, 
il en resulte que toutes les courbes de ce faisceau de courbes enve- 
loppes des diametres passent par les points de rayon de courbure 
nul de la mediale. 

Consid&rons le faisceau de courbes paralleles : 

p = p H- k 
oii k peut prendre toutes les valeurs relles on a : 



. 

et 
il en resulte que si K tend plus ou moins vers 1'infini on a : 



^*est-a-dire que dans les deux positions limites, le diamfetre sera 
perpendiculaire aux langentes passant par ses extr&nites, et par 
suite egalement k la tangenqe a la mediale ; comme il passe de plus 
par le point correspondant de cette derniere, il en resulte, qu'il se 
-confondra avccla normale a la mddiale. 

JORDAN-FIEDLER. Courbes convexes fermees 4 
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Qa en concke que $i K augmente, on dimimte indiffvremmeni la 
co&rbe enueloppe des cliamktres lend a se confontlrc avcc la dve- 
loppe de la mediate. 

Soit une courbe II en coordonnees tangetiellcs polaires : 

(3) p = F 1 (a)+P a () 

oil Fj et F 2 sont des fractions quelconques telles que : 

F 4 (a -*- it) == |F X (a) et F, (*H-*) = F, (a) 

d'apres 1'equation (i) pi = Ft (a) est la mediale de la courbe (3) et 
d'apres la formule (i) du n 21 p% = Fa (a) sera sa centrique. 

REMARQUE. Dans le cas particulier ouFi et Fa sont des po- 
lynomes ntters de degt^||2 n -h i et 2 m en sin a on en cos a 
d'apr&s k n S la mediate est une courbe rationnelle declasse 4^ H- 2 , 
la centrique de classe lm au Jplus ; si Ft est le m^me polynome 
que pr6cedemment et F^ la racine carree d'un polynome entier de 
degre 2 m en sin a et cos a, la centrique est de classe 2 m au plus. 

Dans les dettx cas la classe de la courbe sera au plus egale a la 
plus 6levee des deux classes|de sajmediale et de sa centrique. 

II r^sulte de la formule (4) du|n 23 que Fairs algdbrique de la 
mSdiale est la difference des aires alg6briques de la courbe et de la 
centrique correspondante. 

Nous avons vu au n 16 que Taire algebrique d'une courbe dont 
la longueur alg6brique est nulle e&t negative, comme la mediate est 
une courbe II , done de longueur algebrique nulle, son aire alge- 
brique sera negative ; il en resulte que 1'aire de la centrique est 
plus grande que Faire des courbes qui en d&ivent c'est-a-dire que 
du faisceau de courbes admettant la rneme centriqae, cest la cen- 
trique elle-mlme dont I aire est maximum. 

25. A chaque courbe II correspond une mediale d6terminee^ 
mais a une mediale donn^e correspondent une infinite de 
courbes II ; en effet soit 1'equation tangentielle polaire de la m6- 
diale p =f(a) 9 liquation generale des courbes dont la m6dial& est 
la oourbe donn^e est d'apr&s la formule (i) du n 24. 

/ v S 
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ou est une fonctiort uniforme quelconque de a, telle que & r existe 
pour toutes les valeurs de a et (a) = (a -t- TC), dans ces condi- 


tions, la courbe /> 2 = - est la centrique de la courbe (i) ; on en 

conclue qu'a une mediate et a une centrique donntes correspond 
une et une seule coarbe, dont Tequation en coordonnees p 9 a est la 
suivante : 

(2) P = p -4- R 

ou p et R sont les rayons de courbure de la mediale et de la cen- 
trique donnees en fonction de a. 

Pour abreger disons que la courbe (2) est la courbe r&suitante 
de la composition d'une mediale et d'une centrique. On peut dire 
alors que le rayon de courbure de la courbe resultante est 6gale i 
la somme algebrique des rayons de courbure correspondants a la 
meme valeur de a des courbes composantes. De meme le vecteur 
de la podaire, le rayon de courbure de 1'antiradiale-tangentielie, le 
vecteur tangentiel de la radiale tangentielle de la courbe resultante 
seront la somme des grandeurs correspondant a k mtoie direc- 
tion a, des courbes composantes. Rappelons encore qu'apres 
le n 24 Taire alg^brique de la courbe resultante est egale i la 
somme des aires alg^briques des courbes composantes. 

La courbe resultante sera convexe si Ton a pour toutes les va T 
leurs de a, pp j> o ce qui arrive necessairemeot si la centrique est 
convexe, et si son rayon de courbure minimum est plus grand que 
le rayon de courbure maximum de la m&liale. 

Si dans un intervalle [ 4 , a a ] on a constamment p -4- R = o, 
la courbe resultante presentera dans cet intervalle un point an- 
guleux ; dans Tintervalle [ai -1- rc, a s -h w] Tare de la courbe 
resultante et celui de la centrique seront des arcs semblables. 

Pour determiner liquation de la d^veloppee d'une courbe cor- 
respondant i une mediale et a une centrique donnfes il suffit de 
differencier par rapport a a, p donne par liquation (a) on a alors; 

(3) p^p'-hR' 

par suite la mMiaie et la centrique de la courbe (3) sont les d&ve- 
lopp^es de la mMiale, et de la centrique de la courbe (2) . 
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Etant donnees une courbe II et une courbe a centre II, cons- 
truisons la coarbe excentrique dont la mediale et la centrique sont 
les deux courbes donnees. Menons en un point P de la mediale la 
tangente a cette derniere, soit a la direction de cette tangente, me- 
nons ensuite la tangente de direction a. a la centrique, puis le 
diametre de la centrique correspondant a cette tangente, soit ID la 
longueur de ce diametre, menons par le point P, une parallele a 
ce diametre, et portons sur cette droile, depuis P une longueur 

D 
PM egale a - si Ton fait alors varier le point P le lieu de M est la 

courbe cherche"e. 

Remarquons que deux mediates identiques mais orienties diff6- 
remment relativement a la centrique se comportent en general 
comme deux mediales difierentes. En effet considerons 1'equation 
suivante : 

(4) p=p(a-+-e) + R() 

si s est un parametre variable elle represente un faisceau de courbes 
dont les centriques et les mediales sont les memes courbes, mais 
ces dernieres sont orientees diff6remment relativement a la cen- 
trique : ces courbes (4) sont en g^ne>al differentes, mais elles ont 
toutes la mSme aire et la mfrne longueur alg&briqaes ; de plus i 
cause de liquation (3) 1'aire algebrique des d^velopptes de ces 
courbes est aussi la meme. 

De 1'identification de liquation (2) du present numero et de 
1'equation (i) du n 22, il resulte que le rayon de courbure de la 

mddiale est determin^ si 1'on donne la centrique p = -^ ou p = R, 

et le rayon de courbure de la courbe enveloppe des diametres & , en 
fonction de Tangle a de sa tangente : 



(5) P = - R J ff 
et inversement ; 

/\ d / P \ 

(6) "-^(A)' 

Comparons cette formule (6) qui donne le rayon de courbure de 
la courbe enveloppe des diametres en fonction des rayons de cour- 
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bure de la mediale efc de la centrique correspondantes a la for- 
mule (2) du n 20 ; en remarquant que p est le rayon de courbure 
dela courbe, et/ocelui de sa mediale, les quantites sous le signe 
differentiel ne different que par une constante. 

La formule (5) montre que la condition (2) du n 22 se r&Iuit 

& s 2 > W , done, si le rayon de courbure de la mediale est fini, 

et si celui de la centrique est plus grand que zero pour toutes les 
valeurs de a, sauf toutefois pour celles telles que le rayon de cour- 
bure de la m6diale soit en meme temps nul, il sera possible de 
choisir g assez grand pour que la courbe r&ultante soit N convexe. 

26. Soit une courbe II quelconque, menons la tangente corres- 
pondant k une direction a, puis le diametre correspondant a cette 
tangente. Faisons correspondre a ce diametre la demi-courbe, qui 
est parcourue par le point de contact lorsque a varie de a a a -t- TT. 
Soit Ci le bary centre de courbure de cette demi-courbe, lorsque a 
vane, d d6crit une courbe ; il est facile de voir que cette courbe 
est une courbe & centre ferm6e, dont le centre est C le barycentre 
de courbure de la courbe II entiere ; en effet si Ton designe par Co 
le barycentre de courbure de la demi-courbe com piemen taire, 
Ca est aussi un point de la courbe barycentrique, et le point C est 
ncessairement au milieu du segment de clroite GiG 2 . 

Si nous d&ignons par c*, y les coordonnees cartesiennes du 
point Ci rapport6 k un systeme ayant son origine au p61e, Faxe 
des X coincidant avec Taxe polaire, on a : 



a 

pour determiner la tangente au point Ci diff6rentions et y? par 
rapport k a on a alors : 

d\ 2) eb) ffl . dri . 

- r = - cos r ; ~j- = - sin a- ; -%- tg a- 
d* TT ' aa TI at 

par suite la tangente h. cette courbe est parallels au diametre corres- 
pondant ; pour determiner liquation naturelle de la courbe decrite 

par Ci diff&rfcntions encore j- et -v|, on obtient en utilisant lea for- 
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mules du n 18. 





cos a ; -x~ = -- sm a 
2 



et finalement la courbe barycentrique a pour equation : 



on en conclue immediatement : (I) que la longueur algebrique de 
cette courbe est ; 



c*est-a-dire que la longueur algebrique est le double de la valeur 
moyenne des diam&tres de la courbe II ; (II) que si la courbe pri- 
mitive est une courbe convexe fermee, la courbe (i) Test egale- 
ment; (III) qu'a deux courbes diametrale de coefficient de propor- 
tionnalite (i -+- aX) correspondent des courbes (i) semblables dont 
le coefficient de proportionnalit est aussi (i -H aX) ; (IV) qu'Ji des 
courbes admettant la meme centrique correspond la meme 
courbe (i). 

27. Comme exemple le plus simple des courbes derivant d'une 
centrique donn^e, envisageons la famille des courbes dont la cen- 
trique est le cercle; il r6sulte des consid^aations du n 22 que ces 
courbes ont toutes la in6me longueur alg6brique que le cercle; que 
la distance des tangentes dont la direction differe de n est cons- 
tante. 

Les courbes convexes ayant comme centrique le cercle auront 
la mSme longueur absolue que le cercle et en plus la m6me 
Jargeur en chaque sens. Jusqu'en 1778 on croyaitqwle cercle 
seul possfede cette propri6t6, Ealer a montr6 k cette 6poque (*) que 
les d^veloppantes convexes des courbes triangulaires, c'est-&-dire 
des courbes continues ferm^es k trois points de rebroussement sans 



( d ) E,uler. De curvis triangular! bus. Ada Academia Petropolitanea, 1778, 
pars posterior, p. 3-3o. 
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points d'inflexion, (') parlagent cette propriety avec le cercle quae 
proprietas vulgo circulo tarn propria esse videtur, ut vix in alias 
lineas curvas competere posse videaiur. 

C*st a cause de cette propri6te qu'Euler a nomm6 ces courbes 
orbiformes (*). 

Apres avoir montre que toutes les normales des orbiformes sont 
des normales doubles, en partant de cette propriete et de la pr6c- 
dente, il a etabli 1'eqyation generale r des orbiformes, puis suppo- 
sant inversement que les developpees des orbiformes sont necessai- 
rement des courbes triangulaires, il a pense de determiner r&juatiop. 
des courbes triangulaires, en determinant Tequation generate des 
developpees des orbiformes (*). (Nous verrons que cette supposition 
est inexacte, car la deveioppeed'une orbiforme peut etre une courbe 
II quelconque). 

II semble qu'Euler n*a pas connu la propriety remarquable des 
orbiformes a savoir que leur longueur est egale a la longueur du 
cercle de meme diametre. 

Plus tard Puisenx et Barbier ont retrouve les orbiformes, pro- 
bablement sans avoir eu connaissance du travail d'Euler. Puiseux 
a mis en evidence qu'il existe des courbes, qui, comme le cercle, 
ont la memo <t largeur en tous sens, en citant Texemple suivant : 
(voir BARBIBR, Su.r leprobtime de r aiguille et lejeu du, joint convert. 
Journal de Mathematiques puresetappliqu^es, 1860, p. 273-288),. 

Le grand axe partage une ellipse en deux parties supperpo- 
sables ? consider ons Tune des moiti&s, et sur toutes ses normales 
portons une longueur 6gale au grand axe d Tellipse : le lieu des 



Ourras trmn^ulares vooo, ^e trifeus armibiM A.B T A etBG itoto 
wnfrMtnl;, quli in itngi4i& A, P & p cca^| ? $mteF& autem 
ramos contineant. Huiusmodi ergo curvse ut sint continue, sjve qnapiam aequa- 
tione, vel algebraica, vel etiarn transcendente, exprimi queant, nec<isse est, ut 
k angtalis A, B et C kabeaat mjspi<ks acatissiBaas, uM bin! arcw 
communi tangente sint praediti r 

( s ) Qrbilonaes S141j t curvoe ex evolutions curvarum triangujarium 
( 3 ) Euler de curvis triangularlbus ibid, p. n. E iiac constractiorie general! 
tn qua confeiijenttir onanes ccrrTae oi^forpo^s t quideqi mmplkes, <|U8B psft 
tbnew ?n se r4eat, fadje erit formulas ejicere ^rp 4escrjptiQ^e 
naogutermm ; cym efiim evolutae haruija cun'arum orbiformium 
slut figure triangularos, tantum opus est, ut In evolutes istarum cur- 
inquiramus. 
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points ainsi determines se raccorde toujours avec la demi ellipse et 
Tensemble donne souvent une ligne convexe d' une largeur egale au 
grand axe de 1'ellipse dans tous les sens. 

Si Ton designe par 2a et 26 le grand et le petit axe de 1'ellipse, 
la courbe de Puiseux sera convexe si Ton a 

26 > a, 

La courbe enveloppe des diam&tres de cette courbe est la moitie 
de la developpee del/ellipse, cette moitie forme une courbe discon- 
tinue du type n o , en effet p et par suite p" sont discontinues aux 




Fig. 2. C courbe enveloppe des diametres ; Cj me'diale. 

points de la courbe correspondant au grand axe de Tellipse. La 
m6diale par contre est une courbe ferrule continue, mais son rayon 
de courbure est discontinu au point de la m6diale correspondant 
au grande axe de 1'ellipse (Jig. 2). 

Barbier a consid&r les orbiformes comnae les ddveloppantes des 
courbes obtenues de la mani&re suivante : 

Consid&ons un arc convexe, dont la flexion totale soit de 
180 degr^s; on peut decomposer cet arc en parties qu'on reunit 
par des points de rebroussement de premiere espfece, de manifere k 
obtenir une courbe ferm^e composee d'arcs convexes separes par 
des rebroussements de premiere esp^ce. 
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Remarquons que la courbe ainsi obtenue est precisement une 
courbe II . Barbier a determine la longueur des orbiibrmes par des 
considerations de probabilite geometrique. 

Notre formule generate des courbes derivant d'une centrique 
donnee ((i) du n 25) dans le cas ou cette centrique est un cercle, 
devient, en coordonnees tangentielles polaires 

K 

2 

ou K est une constante, p une fonction quelconque definissant une 
courbe n o (voir n 13}. 

La courbe represent6e par Tequation tangentielle p = f[a) sera 
la mediale de la courbe (i). 

De F equation (i) on tire 1'equation en coordonnees o, a de ces 
courbes 

(2) a = p + ~ 

oiipest une fonction quelconque de a definissant une courbe H . 
La courbe Q = /i(^.) sera Tequation naturelle de la mediale de la 

courbe (2). Si est plus grand que le rayon de courbure maxi- 
mum de la mediale, la courbe (2) sera convexe. 

La formule (i) du n 2 fournit Uequation cartesienne de ces 
courbes sous forme parametrique : 

x = (pH ) sina -hp ; cos a 

V */ 

K 



done selon que p est une fonction alg^brique, ou rationnelle de 
sin a ou de cos a, la courbe (3) 'est une courbe algebrique, ou 
rationnelle. 

Si liquation de la mediale est de degre am -i- i en sin a et cos a 
la courbe est an plus de classe kin -h 2. 

Les courbes dont la centrique est un cercle ont des proprietors 
remarquables ; de leur definition =K, ou K est une constanle il 
resulte en effet que dans ces courbes les diametres ont une Ion- 
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gueur constante, 



de plus les tangentes aux extremites des diametres sont perpendi- 
culaires a ces diametres, par suite les diametres sont des normales 
doubles de la courbe, ettoutes les normales de la courbe sont des 
normales doubles ; en effet on a trouve au n 18 



as 



de la condition iv il r6sulte immediatement que 3) = K et 
T = - et inversement si $ = K on r = - on a necessairement 

2 2 

$ K. Pour abr%er nous appellerons les courbes IT, dont la 
centrique est un cercle, courbes & diamhtre constant. Les orbi formes 
sont des courbes convexes a diamdtre constant. 

La distance des centres de courbure opposes etant gale & la 
longueur du diametre de la developpee on a 

3) 4 = V/5 72 -4-" 2 = o 

done dans les courbes a diametre constant les centres de courbure 
des points opposes coincident ; inversement de 2)i = o 51 r^swlte 
que $' 2 -+- ^^ = o ou % = K. De Fequation (2) on tire 

p(a) H- p(a ~h TC) = K 

c'est-^-dire que la somme algebrique des deux rayons de courbure 
opposes, est constante, elle est de plus <%ale au diametre du cercle 
qui elt la centrique de la courbe. Inversement si dans une courbe 
ferm6e on a constamment 

p(a) H- p(a + ) = K 
ce qui revient 



la. resolution de cette equation difF6rentielle donne 

$ = A! sin * H- c 2 cos H- K. 



ET 0JB CERTAINES COURBES QUI S*Y RATTACHENT 5g 

La condition necessaire 

$() = ( -h -rc) exige que c^ = o done $ = K. 



O 



seufes courbes II pour lesguelles la somme des rayons de cour- 
bure opposes est constants sont les courbes a diamUre constant. 

Pour obtenir la courbe enveloppe des diametres des courbes a 
diametres constants, faisons dans la formule generate (4) du n 25 



Tequation de la courbe enveloppe desdiam&tres sera alors en coor- 
donnees natu relies 

dy. ' ~~^ 2 

cette formule montre que k courbe enveloppe des diametres est 
dans ce cas, la developpee de k m&liale, ce sera bien une courbe 
du type Ho car nous avons montre au n 13 que les d6veloppees 
<les courbes H sont des courbes n o . 

De I' equation (2) d'une courbe diametreconstantil r^sulte que 
sa developpee est en meme temps la developpee de sa mediale, et 
d'apres ce que nous venons de voir elle est aussi la courbe enve- 
loppe de ses diam&tres. 

La courbe a diam^tre constant est done uae courbe paraUele k 
sa mediale, et toutes les courbes parallkhs aux courbes HQ $&nt des 
courbes a diametres constants. 

Liquation g^n^rale des courbes derivant d*une courbe enve- 
loppe de diametres et d'une centrique se simplifie si k centriqpe 
est un cercle (equation (i) dn n 22) 



v T /*ic 

= l 

2 2 L 



done les ddveloppantes convexes des courbes II sont des orbiformes. 
Nous avons vu que si Ton transforme une courbe II en sa ra- 
diale tangeotieile (n 14), la distai^ce des tangentes opposes etant 
^ ayanl, la transformation, (ferieal -4- ' apres, on en conctee 
6diatement que la riadiale tangentielle d'tme courbe & diam&tre 
'constant esf une aiatre courbe a diametre constant, dont la 
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gueur est la meme que celle du diametre de la courbe primitive ; 
si 1' equation de cette derniere est p = p -+ K, la courbe trans- 
formee aura pour Equation p\.p H- p" -J- K.. Tandis que la ra- 
diale tangentielle d'une orbiforme n'est pas ncessairement une 
courbe convexe, Fantiradiale tangentielle de cette courbe relative 
& son barycentre de courbure est toujours une courbe k diam&tre 
constant convexe, done une orbiforme (voir n 15). 

La longueur algebrique de la courbe & diametre constant est 
egale a la longueur de sa centrique, le cercle de diametre K. L'aire 
de la courbe est donnee par la formule g6n6rale du n 4. 

Les orbiformes d'Euler, les courbes ayant la meme largeur en 
tous sens de Puiseux et de Barbier sont identiques aux courbes 
convexes a diametre constant. Resumons les proprietes des orbi- 
formes : ce sont des courbes convexes ferrates presentant la meme 
largeur en chaque sens, elles sont a diam&tre constant; leur 
longueur est la m6me, elle est 6gale h celle d'un cercle de m6me 
diametre; toutes les normales de la courbe sont des normales 
doubles ; les angles que les tangentes font avec les diam&tres pas- 
sant par leur point de contact sont tous egaux a - 

La developp&e de Vorbiforme est en m&me temps la d^veloppee 
de sa in&liale et la courbe enveloppe de ses diam&tres. Done, 1'or- 
biforme est une courbe parallele Ji sa mediale. 

Toutes les courbes convexes parall&les a une courbe II sont des 
orbiformes, de meme toutes les d&veloppantes convexes des 
courbes n o sont des orbiformes. 

L'antiradiale tangentielle d'une orbiforme relative au barycentre 
de courbure de cette derniire est toujours une orbiforme. 

REMARQUE. Menons la tangente de direction a b. une orbi- 
forme, soit M le point de contact de cette tangente, puis menons 
les tangentes de direction 

n . STT 

a -t- - , a -f- T: et a H 

2 2 

les quatre sommets du carr6 obtenu sont sur la courbe orthoptique 
de 1'ocbiforme, menons les normales a 1'orbiforme aux points de 
contact de ces tangentes, soit I leur point dlntersection ; comme 
toutes les normales de 1'orbiforme sont des normales doubles, c'est 
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un point quadruple ; si le point M se deplace sur la courbe, I est 
le centre instantane de rotation de ce mouvement, done les nor- 
males a la courbe orthoptique aux quatre sommets du carr^ 
passent par ce point. Le lieu de ces points I est la courbe orthop- 
tique de la developpee de I'orbiforme ; nous avons vu que cette 
developpee est une courbe II . Remarquons que dans le cas parti- 
culier ou elle est une hypocycloi'de a 2/1 -+- i points de rebrousse- 
ment, le lieu de I est un cercle. 

Menons les diagonales du carre considere precedemment et 
dilerminons la courbe enveloppee par ces diagonales : prenons M 
comme pole et la tangente en M comme axe polaire mobile, les 
coordonn^es de la diagonale seront par rapport a ce systeme mo- 
bile : 

o = I P Q = ~(P Pi) 

ou p, a sont les coordonnees de la tangente en M relatives au sys- 
tfeme fixe, et pi (a) = p ( a -i- '- j ; d'apres la formule (2) du n 5, 
la courbe enveloppe des diagonales sera definie sous forme para- 
metriquc par : 



On voit que cette courbe est une courbe IT . 

Pour obtenir les points de contact de cette courbe, situes snr les 
diagonales correspondant au point M, il suffit d'abaisser, du 
point I, centre instantan6 de rotation de ce mouvement, des per- 
pendiculaires sur ces diagonales, les pieds des perpendiculaires 
seront les points cherch^s. 

28. Au num6ro pr6c6dent nous avons consider^ une centrique 
donnee que nous avons combine avec des courbes de diametres 
pour avoir, des courbes II excentriques ; passons maintenant au 
probleme inverse et determinons la courbe enveloppe des dia- 
rn^tres, la centrique, et la mediale, d'une courbe conv.exe ferm^e 
donnee. 
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Prenons comme exemple une courbe historique, le folium sim- 
ple (voir la^/i#. 3) ; cette courbe a dja ete consideree par K6pler 
dans son Aslronomia Nova, puis par Longchamps, Geometric de 
laRbgle, 1890. Son equation en coordonnees polaires ponctuelles. 
j\ o est la suivantc : 

(i) r = 16 X cos 3 o 

c'est une podaire de I'hypocycloide a trois points de rebrousse- 
mcnt ; en effet, 1'ecjuation tangentielle polaire p = a cos 3 a repre- 




Fig. 3. G courbe enveloppe cles diamelres ; Cj mediale. 

sente une lelle hypocydoide, le p61e 6tant a Fun de ses points de 
rebroussement. 

Liquation cart&ienne do folium est : 

(a) , (oj> -h y 2 ) 2 

et son equation tangentielle 

(3) 27 XV 4- aXtt(9u 2 H 

on en tire liquation tangentielle polaire par les formules du n 7, 
et Ton a : 

c %) 

(4) p = A \ 9 sin a sin 3 a ~f- (4 cos 2 x)2j 
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enfiu son equation naturelle en coordonnees Q, a sera, comme 

o=p+p 

(5) p = 2\ \ sin 3 a -4- (2 -f- i r cos*sc 4 cos 4 a) (4 cos a a}~ i{ 

Gonsiderons Tequation du folium en coocdonaees polaires ponc- 
tuelles ; en designant par $ Tangle que le rayon vecteur fait avec 
la tangente, on a 



3 tg o 
il en resuite si a est Tangle de la tangente avec Taxe polaire, 

a = -+- 9 
et 

3 tg 2 o i 

to- P 

4 t<* 9 

ou 

3 tg 2 9 Atgatgo I==0 

done a une valeur donnee de tg a correspondent deux valeurs de 
tg y et Ton a la relation remarquable suivante, independante de cc. 

tg 9 tg 9 = 3 

(D et c- represented les amplitudes ponctuelles de deux points dont 
les tangentes sont opposfes, c'est4~dire des points situ^s sur le 
mme diametre. 

Cette relation permet de construire g^ometriqnement les points 
opposes ; en effet elevens une perpendiculaire sur Taxe polaire en 
A & la distance gX du p61e P, la demi-droite passant par P et 
faisant un angle de 3o degrfes avec Taxe polaire rencontrera cette 
perpendiculaire en B, et Ton aura AB = 3 v/3 X ; le point B sera 
un point de la courbe, pour lequel la tangente sera parallele a Taxe 
polaire. Portons de A sur cette axe une longueur AB, soit D le 
point obtenu. Si Ton mene par P une deoii-droite faisant avec 
Taxe polaire un angle 0, elle rencontrera la droite ABen C, relions 
CD et menons par D une perpendiculaire sur CD, elle rencontrera 
la droite AB en E; le vecteur PE fera avec Taxe polaire un 
angle y , 
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Ainsi Famplitude <p du point oppos6 au point de coordonnees /% 
cp se trouve construit. 

La construction d'un point correspondant a une amplitude $ 
donnee est tres simple : on porte sur 1'axe polaire une longueur 
PM = i6X, puis on projette le point M sur la direction , soit M 4 
le point obtenu, on le projette sur 1'axe polaire et Ton obtient ainsi 
le point Ma t enfin la projection de ce dernier sur la direction <f> 
donne le point M 3 cherche. Pour construire la tangente au point 
M 3 on remarque que ig Q = tg q> et par suite = <p n ou 
bien on utilise la relation trouvee par Longchamps, (Geometrie de 
la Regie, p, 127) qui donne le point d'intersection N dela normale 
en M 3 , avec Taxe polaire 

PN = | PM 2 . 

Mentionnons encore la relation existant entre deux rayons de 
courbure opposes da Folium : 

p(a)p(a -+- it) = [l8X cot (9 9)]"- 

Revenons & T^quation tangentielle polaire du folium (4), les 
termes de degr4 impair en sin a forment comme nous avons vu au 
(3) du n 24, la mediale de la courbe 

p = X(9 sin a sin 3 a) 

par suite la niudiale da folium est une hypocyclo'tde a trois points 
dc rebroussement. 

Si nous prenons le p61e comme Torigine des coordonnees cart^- 
siennes rectangulaires, et 1'axe polaire comme axe des X, les coor- 
donntes des trois points de rebroussement de la mediale seront 

t 63, 

>^= 91 



La mediale rencontre 1'axe polaire au point de coordonnees 
x = 8X et = 0. 
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Les termes de degre pair en sin oc ou cos a de I'&ju&tion (4) du 
folium donnent la centrique de oette -courbe (voir a 23 at (3) dti 

n 24). 

(7) p = *(4 cos 2 a)i 

De oette equation on tirei Faide des formules du n 7 1'equation 
tai&g>entielle pluck&ienne 



c'est une courbe de sixi&me classe ; sa polaire r&iproque relative 
au cercle de rayon un ayant Torigine corame centre, est une courbe 
connue, en ejffet de 



il resulte que la polaire rdciproque de la centrique du folium est la 
radiale d'une ellipse, les axes de cette dernifere sont : 



Gomtne le folium est une courbe convexe, sa centrique le doit 
etre aussi, (voir n 21) ainsi que la polaire rSciproque de cette 
derniere d'apres le n 1O A ; done la courbe ci-dessus doit Stre une 
courbe convexe ; on peut s'assurer que la radiale d'une ellipse est 
une courbe convexe si Ton a 



v/l 



les valeurs (8) de a et b satisfont i cette itiegalit. 

II nous reste & determiner la courbe enveloppe des diametres du 
folium. Son Equation tangentielle polaire sous forme param^trique 
est d'apr^s les formules generates du n 19. 

, cos 3 a - cos a(i H- 2 cos 8 ) 

Ig ff. n 2 ^ Q a 3 ^ csogS a ^ 



on en tire son Equation en coordonnes u, v sous forme param- 
trique : 

i -j- 2 cos 2 a 2 sin a(s -I- cos 2 tx) 

U ~ 27X cot 2 a V 27 X cos 3 a 

. Gourbcs convenes fermees 5 
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Gomme u et v sont des fonctions rationnelles de sin a et de cos a 
ii en resulte que cette courbe est aussi une courbe rationnelle en 
coordonnees cart^siennes x, y. Apr&s F elimination de a on a 

i) 2 



c'est une courbe de troisi&me classe, elle a une tangente double, k 
points de contact imaginaires, et trois points de rebroussement 
reels ; c'est done une courbe d'ordre 4. 

Sa polaire rtciproque est une courbe connue, la parabola punc- 
tata de Newton : 



En coordonnees cart^siennes la courbe enveloppe des diametres 
devient : 

(9) 2887* -f- 3j 2 j 7iac a 1620X0? -f- 8748X2 j -f- (x gX)x 3 = o. 

Les coordonnees des points de rebroussement de cette courbe 
sont 










= 



ce que nous avons vu au n 24, les points de rebrous- 
sement de la m6diale doivent etre sur la courbe enveloppe des dia- 
m&tres, on peut s'assurer, que dans ce cas leurs coordonn^es 
donnees par les formules (6) satisfont, en effet, i F&juation (9) 
ci-dessus. 

29. D6terminons main tenant liquation d'une courbe convex e 
excentrique admettant comme m6diale et comme centrique deux 
courbes donnees. 

Prenons comme m^diale 1'hypocycloide suivantekS points de 
rebroiassement : 

p = e sin 1 y. 

et coinme centrique Tellipse : 

p = (a 2 sin 2 a -f- 6 2 cos 2 a) 2 
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la courbe excentrique admeltant comme in&iiale et comma cen- 
trique ces deux courbes sera d'apres le n 25. 

i 
p = e sin 3 a -4- (a 2 sin 2 a -f- 6 2 cos 2 a)" 2 

ou en coordonnees tangentielles , v 



en disposant de e, on peut rendre la courbe convexe, en eflfet 
d'apres ce que nous avons vu au n 25, si le rayon de courbure 
minimum de Tellipse est plus grand que le rayon de courbure 

6 2 
maximum de rhypocyclo'ide, c'est-a-dire 2j 2 e la courbe sera 

surement convexe. 

Montrons encore que suivantl'orientationd'une mediale donn^e, 
on obtient avec la meme centrique des courbes differentes. Prenons 
comme exemple, la centrique du folium donnee par la formule (7) 
du n 27, et Thypocycloi'de suivante : 

p = X cos 3 a 

c'est-a-dire la medial e du folium tourne de - ; la courbe r^sul- 
tante de cette combinaison sera en coordonnees tangentielles po- 
laires : 

3 

p = X cos 3 a -f- X (4 cos' 2 a) ? 

ou en coordonnees tangentielles u, v : 

( n a + v > _ Xw 8 ) 8 = X 2 (4tt s H- 3u 2 ) 3 



c'est une courbe de la sixieme classe, diflSrente du folium. Son 
Equation en coordonnes naturelles j> 9 a etant : 

( - - 1 - > 

p = aX } cos 3a -f- (2 4- 1 1 cos 2 a 4 cos 4 a) (4 cos 2 a) * ] 

on peut verifier que c'est une courbe convexe ferm^e, de meme 
longueur et de meme aire que le folium et ayant de plus la meme 
largeur que cette derni&re en chaque sens (voir n 25). 

30, Remarquons que Ton petit etendre facilement ces considera- 
tions a Tespace i trois dimensions ; une surface II sera une sur- 
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face admeltant dero el seulement cleux plans tangents pafalleles a 
un plan donne, les points de contact de ces plans tangents &feant 
blen determines. 

La surface enveloppee par le plan passant a %ale distance de ces 
deux plans paralleles, sera la surface mediale de la surface IT con- 
sider^e; ce sera une surface du type II c'est-a-dire une surface 
admettant un plan tangent et un seul parallfele a un plan donne 
quelcoaque, 

La surface engeadree par les- diametres, c'est-a-dire par les 
droites reliant deux points de contact oppos& y correspondra h. la 
courbe enveloppe des diametres de Fespace a deux dimensions. 

A chaque surface II excentrique correspondra une surface II 
centrique ;"et inversement k une surface II & centre correspondra 
iane fttmille de surfaces II excentriques telles que la distance des 
deux plans tangents opposes correspondant h une direction 
cfonneeest la m&ne pour totrtes ces surfaces. 

Les surfaces paralleles aux surfaces II sont des surfaces a dia- 
mfetres constants ; si elles sont convexes elles ont comme la sphere 
en chaque sens la meme largeur . 

aussi consid^rer des families de surfaces diametrales 

coa^bes diametral^s dans le cas de deux 
sions. Les autres considerations peuvent de m6me ^tre 
sans difficult6. 



RESUME 

DBS PROPOSITIONS CONCERJSAIST LES COURBES DU TYPE II 

I. Propr*iete& des courbes da type II 

1 . La longueur algebrique (n* 3) d'une courbe II est egale k 
celle de sa centrique (n e 21). 

2 . L'aire algebrique (n 4) d'une courbe II est egale It ia somme 
des aires algebriques de sa centrique et de sa m&diale (n 24). 
L'aire algbricjiie d'une courbe II de longueur nulle est toufours 
negative (n 16). 

Parmi les courbes d'un faiscean parallele a une courbe II, il y 
a une courbe dont Taire algebrique est mminium, c*est la conrlbe 
de longueur algebrique nulle du faisceau considere. 

Ce tbeoreme est -vrai pour le faisceau des courbes diam&trales 
correspondantes a une courbe II, et pour le faisceau des deVelop- 
poides d*une courbe II. 

3. Les courbes admettant la meme centrique possetlent les pro- 
prie^6s remarquables suivantes (n 21) : 

a) Efles ont toutes la meme longueur algebrique. 

5) Les diametres correspondant i la mteie direction ont la meme 
longueur. 

c) La distance des tangentes correspondant anx directions a t 
a -H "Tt est la meme pour toutes ces courbes. 

t?) Les angles que les tangentes de direction a font aTec les <fia- 
mtstres cx^respondants scmt egaies. 

e) Les aires de ces ccrarbes sont gen^ralement ^fiirentes et 
ces tsourbes e'est la oentrique dont 1'aire ^est tnaximum 



f) Les courbes barycentriques (n 26) correspondant a cos 
courbes sont les memes. 
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4. La courbe enveloppe des diam&tres d'une courbe II dont la 
centrique est une courbe convexe ferm6e est une courbe n o (n 21). 

5. Une d6veloppante quelconque d'une courbe II de longueur 
algebrique nulle est une courbe II (n 12). 



II. Transformation d'une courbe da type 11 en une auire courbe 
da meme type. 

1. La d6veloppo'ide d'une courbe II dont le rayon de courbure 
existe en chaque point est une courbe II (n 11). 

2. La radiale tangentielle (n 14) d'une courbe IT, dont le rayon 
de courbure existe en chaque point est une courbe II, dont la lon- 
gueur algebrique est 6gale celle de la courbe primitive. 

3. L'antiradiale tangentielle d'une courbe II relativement au 
barycentre de courbure comme pole est une courbe II de meme 
longueur algebrique que la courbe primitive. 

4. Les courbes parallMes d'une courbe II sont des courbes II 
(n- 16). Les d^veloppoi'des des courbes d'un faisceau parall&le 
ferment de nouveau un faisceau parall&le ; il en est de meme pour 
leurs radiales tangentielles et aussi leurs antiradiales tangentielles 
relativement au barycentre de courbure du faisceau parall&le. Deux 
courbes parall&les ont la rame developp^e et la meme mediale, 
mais les courbes enveloppes de leur diam&tre sont en g&i4ral des 
jcourbes diff&rentes (n 24). 

5. Les courbes diam^trales (n 23) d'une courbe II sont des 
courbes II. Les diam&tres de la courbe II et ceux de ces transfor- 
m6es enveloppent la meme courbe. Les barycentres de courbure de 
la courbe et de ses transform^es sont confondus. Les courbes de 
barycentres du n 26 correspondant un faisceau de courbes dia- 
m&rales sont des courbes semblables. Les d^veloppoides des 
courbes d'un faisceau diametral forment un nouveau faisceau 
diametral ; il en est de mme pour leurs radiales tangentielles et 
leurs antiradiales tangentielles relativement au barycentre de cour- 
bure du faisceau -diametral . Par contre les courbes parall&ks aux 
courbes d'un faisceau diametral ne forrnent plu* un tel faisceau. 
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III. Transformations (Tune courbe E en une anire courbe du meme type 

Le trois premieres transformations du n II transformed une 
courbe du type II en une autre du m&me type. Etant donn^e une 
courbe_C du type E, dont la mediale est Ci et la centrique C 2 , 
soientGjCi etG2les courbes obtenues par Tune quelconque des 
trois premieres transformations du n II, on dduit des considra- 
tions des n os 21 et 23 que C d est la mediale et C 2 la centrique de la 
nouvelle courbe C ; c*est-k-dire que Tune quelconque de ces trois 
transformations ne changent pas le rapport existant entre ces trois 
courbes. 



IV. Transformations d'nne courbe convexe fermee 
en une autre courbe convexe fermee. 

1. La transformation par polaires reciproques, relativement & 
un cercle dont le centre est a Tint^rieur de la courbe convexe 
donnfe (n 10 A). 

2. La transformation antiradiale tangentielle relativement au 
barycentre de courbure comme pole, Cette transformation repte 
plusieurs fois donne une serie de courbes convexes ferm^es ayant 
toutes la meme longueur (n 15). Gette transformation transforme 
une courbe orbiforme en une autre courbe orbiforme (n 27). 

3. La courbe barycentrique (n26) d'une courbe convexe fer- 
m^e est une courbe convexe fermee a centre; celle d'une orbi- 
forme est un cercle. 



V. Transformstions d'une courbe convexe fermee en une courbe du type II 
qni peut etre convexe sous certaines conditions. 

1 . La transformation parallfele. 

2. La transformation par radiale tangentielle. 

3. La transformation diametrale. 

4. La transformation par podaire negative oblique (n 10). Les 
Jrois premieres de ces transformations transforment une orbiforme 
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en une courbe a diametres constants qui peut etre dans certains 
cas une cotrrbe oonveice fermee, done une oribifonaae. Les courbes 
paralleles con vexes d'une courbe E sont aussi des orbiformes, 
de meroe qpe toutes les d^veloppantes convexes de ces courbes. 



VL Les courbes saivantes sont des courbes &rbiformes : 

i . Les courbes II convexes dont la ctentricpie est un cercle. 

5 . Les courbes convexes fermees dans lesquelles la somme des 
rajons de courbure opposes est constante. 

3. Les courbes convexes fermees dont toutes les normales sont 
des normales doubles. 

A. Les courbes convexes fermees k diametres constants. 

5. Les cocirbes convexes fermees dans lescpielles la distance des 
tangentes opposees est constante, 

6. Les d^veloppantes convexes des courbes II . 

7. Les oourbes coavexes paralMles aux courbes II . 

B. Les <xMii>^ con vexes fermees paralleles i eiles-saemes. 
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